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حقوق التأليف .195٠ . 1١948‏ 1914 . دار ماكجروهيل 
للدشر . انك . جميع الحقوق محفوظة 
وعاطواعة ٠‏ ععامسسرو) 
0م 
ممنغوءناممم4 
الطبعة العربية ١94485‏ تصدر بالتعاون مع المكتبة الأكاديية بالقاهرة 
86 ودار المرخ للنشر المملكة العربية السعودية - الرياض 
ص.ب ١٠5/ا١١‏ 
لا يجوز نشر أى جزء من هذا الككناب أو اختزان مادته بطريقة 
الاسترجاع أو نقله على أى وجه أو بأى طريقة سواء كانت الكترونية أو 
ميكانيكية أو بالتصوير أو بالتسجيل أو خلاف ذلك إلا بموافقة الداشر 
على هذا كتابة ومقدمأ . 
0-07-010855-2 ال8ك1 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دمع طهعحا_مهددهدات /رداتضعل عمو بأاءمه/ /رعمغطا 


هذا الكتاب هو الصورة المنقحة من الطبعة الثانية التى صدرت سنة ١95٠‏ من 
تأليف المؤلف الأول ر. فى تشر شل الل سمط .7 . وقد استخدمت تلك الطبعة » 
تامأ ما استخدمت الطبعة الأولى من نفس المؤلف » ككتاب درامى لمقرر تمهيدى لمدة 
فصل دراسى واحد فى نظرية وتطبيقات دوال المتغير المركب . فى هذه الطبعة المنقحة 
حافظنا على المستوى الأساسبى والهيكل العام للطبعتين السابقتين . 

وقد تركز الجهد الأماسى للمؤلفين عند إعداد هذه الطبعة المنقحة فى تطوير أَحَلوف 
العرض وزيادة إيضاح التعريفات ونصوص النتائج . وقد قمنا أحياناً بتبديل ترتيب بعض 
الموضوعات وذلك من أجل تحقيق تسلسل أفضل لمادة الموضوع » كا أننا قد أضفنا عددا 
من التذييلات التى تشير إلى بعض النتائج من حساب التفاضل والتكامل للمتغير 
الحقيقى . علاوة على ذلك فقد أضفنا عددا من المارين الجديدة وذلك من أجل زيادة 
تطوير موضوعات معينة فى الكتاب » ؟ أنه تم تغيير تمرينات أخرى من أجل زيادة 
الايضاح . 

من بين التغييرات المحددة الأكثر جلاءا هو التقديم المبكر لصيغة أويلر » وتقديم بند 
جديد عن كرة ريمان » الباعث المباشر لتقديم الدالة الأسية للمتغير المركب كدالة شاملة 
مساوية لمشتقتها » واستخدام أكثر حرصا لنقطة اللانهاية عند دراسة التحويلات الخطية 
الكسرية » وإضافة بند جديد عن متتابعات الأعداد المركبة » ومعالجة مستفيضة لدأ 
السعة ونظرية روشيه . 

الحدف الأول - تماماً ما كان الحال فى الطبعتين السابقتين - من هذا التنقيح هو أن 
نقدم بأسلوب دقيق ومتكامل ذاتيا تلك الأجزاء من النظرية التى تلعب دورا رئيسيا فى 
تطبيقات هذا الموضوع . أما الهدف الثانى فهو تغطية تمهيدية لتطبيقات البواق والرواسم 
الحافظة للزوايا الموجهة . وقد أعطي اهتام خاص لاستخدام الرواسم الحافظة للزوايا 


الموجهة فى حل مسائل الشروط الحدية التى تظهر عند دراسة التوصيل الخرارى » وجهد 
الكهرباء الساكنة » وسريان السوائل . بهذا يمكن اعتبار هذا الكتاب كمجلد مصاحب 
لكتابى ر.ف . تشرشل المعنونين *'وسمعاطوءط عسلة/؟ لومولسسدظ8 نمه كعتلعك ععترنه1 
يي اننا وده وم ٠»)‏ حيث عولجحت طرق تقليدية أخرى لحل مسائل الشروط 
الحدية . والكتاب الثانى المذكور هنا يحوى أيضاً تطبيقات للبواق تنتعلق بتحويلات 
لابلاس . 

الأبواب التسع الأولى من هذا الكتاب ء مع تبديلات متعددة من الأبواب الباقية » 
شكلت لعديد من السنين المحتوى الدراسى لمقرر يعطى كل فصل دراسى لمدة ثلاث 
ساعات أسبوعيا بجامعة ميتشجان . وكانت هذه الفصول الدراسية تتشكل أساساً من 
طلبة السنوات النهائية وطلبة الدراسات العليا الذين سيتخصصون ف الرياضيات » أو 
الهندسة . أو أحد العلوم الطبيعية . وكانت المتطلبات هى أن يكون الطلبة قد أكملوا 
فصلا دراسيا واحدا فى حساب التفاضل والتكامل المتقدم . ويجب ملاحظة أن جزء من 
مادة الكتاب لا يعطى فى المحاضرات وإنما يترك للطلبة ليقرأوه معتمدين على 
أنفسهم .وإذا كان من المرغوب فيه اعطاء تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة على 
مسائل الشروط الحدية فى وقت مبكر خلال المنبج » فيمكن اعطاء البايين الثامن والتاسع 
مباشرة بعد الباب الرابع الخاص بدراسة دوال بسيطة . 

وقد تم النص على معظم النتائج الأساسية كنظريات متبوعة بأمثلة وتمارين توضح 
هذه النتائج . وقد ذيلنا هذا الكتاب بقائمة من المراجع البديلة » والبعض الكثير من 
المراجع المتقدمة » وذلك بملحق )١(‏ . كذلك يحوى ملحق )7١(‏ قائمة من التحويلات 
الحافظة للزوايا الموجهة المفيدة فى التطبيقات . 

عند إعداد هذه الطبعة المنتقحة » استعان المؤُّلفون باقتراحات التحسين التى اقترحها 
عدد من الطلبة والزملاء ونود أن نعبر هنا عن تقديرنا لكل منهم . كذلك نود أن نعبر 
عن عظم تقديرنا إلى كاترين أ . ريدر وفع .ى عدذءط)ه0 لمهارتها الفائقة وعنايتها بنسخ 
هذا المؤلف . : 


الموْ لفون 


8 . الأعداد المركبة‎ - ١ 
تعريف . الخصائص الجبرية . الاحداثيات الكارتيزية . المتباينة المثلثية . الاحداثيات‎ 
. القطبية . قوى وجذور الاعداد المركبة . المناطق فى المستوى المركب . نقطة اللانهاية‎ 


> - الدوال التحليلية ارضنا 
دوال المتغير المركب . الرواسم . النبايات . نظريات على النهايات . الاتصال . المشتقات . 
صيغ الاشتقاق . معادلتا كوشى - ريمان . الشروط الكافية . معادلتا كوشى - ريمان فى 
الصورة القطبية . الدوال التحليلية . الدوال التوافقية . 

* - -دوال بسيطة 6 
الدالة الأسية . خواص اخرى للدالة الأسية . الدوال المثلثية . خواص أخرى للدوال 
المثلثية . الدوال الزائدية . الذالة اللوغاريتمية . فروع الدالة 2 ههة خواص أخرى 
للوغاريات . الأسس المركبة . الدوال المثلثية العكسية . 

- الرسم بدوال بسيطة 1م 
الدوال الخطية . الدالة .1/2. التحويلات الخطية الكسرية . بعض التحويلات الخطية 
الكسرية الخاصة . الدالة *2. الدالة 2:/2٠دوال‏ أخحرى غير قياسية . التحويلة 2 م« - ور , 
التحويلة 2 هلة - ما التحويلات المتتابعة . جدول تحويلات المناطق . 

ه - التكاملات : ١‏ 
التكاملات المحددة . الكفافات . التكاملات الخطية . أمثلة . نظرية كوشى - جورساه . 
تمهيدية'. برهان نظرية كوشى - جورساه . النطاقات بسيطة ومتعددة الترابط . التكاملات 
غير المحددة . صيغة تكامل كوشى . مشتقات الدوال التحليلية . نظرية موريرا . القيم 
العظمى لمقاييس الدوال . النظرية الاساسية للجير . 

5 - المتسلسلات حمل 
تقارب المتتابعات والمتسلسلات . متسلسلة تايلور . ملاحظات وامثلة . متسلسلة لوران . 
خواص أخرى للغتسلسلات . التقارب المنتظم . تكامل وتفاضل متسلسلات القوى . 

تفرد التمثيل . الضرب والقسمة . أمثلة . اصفار الدوال التحليلية . 


1464 البواق والاقطاب‎ - ٠7 
. البواق . نظرية الباق . الجزء الاساسى من دالة . الافطاب . قسمة الدوال التحليلية‎ 
. حساب التكاملات الحقيقية المعتلة . التكاملات المعتلة المشتملة على دوال مثلثية‎ 
. التكاملات امحددة للدوال اللمثلثية . التكامل حول نقطة تفرع‎ 
الراسم الحافظ للزاوية الموجهة م؟‎ - 6 
. خواص أساسية . خواص اضافية وامثلة ..المرافقات التوافقية . تحويلات الدوال التوافقية‎ 
. تحويلات الشروط الحدية‎ 
تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة . لضف‎ - 4 
درجات الحرارة المستقرة . تطبيقات الحرارة المستقرة فى نصف مستوى . مسألة ذات صلة‎ 
. بالمسألة السابقة . درجات الحرارة فى ربع مستوى جزء من أحد حافتيه معزول حراريا‎ 
جهد الكهرباء الساكنة . الجهد فى قراغ اسطواف . السريان ثناقى البعد لسائل . دالة‎ 
. التيار . السريان حول زاوية . السريان حول اسطوانة‎ 
تحويلة شفارتز - كريستوفل بلق‎ - ٠ 
5 رسم ا حور الحقيقى فوق مضلع . تحويلة شفارئر - كريستوفل . المثلئات والمستطيلات‎ 
المضلعات المنحلة . الشريحة اللا نبائية . سريان سائل فى محرى من خلال شق . السريان فى‎ 
. محرى ذى نتوء. جهد الكهرباء الساكنة حول حافة صفيحة موصلة‎ 
3846 صيغ التكامل من نوع بواسون‎ - ١ 
صيغة تكامل بواسون . مسألة دريشلت لقرص . مسائل القيم الحدية المرتبطة . صيغ‎ 
. التكامل لنصف مستوى . مسألة دريشلت لنصف المستوى . مسألة نويمان للقرص‎ 
. مسألة نويمان لنصف المستوى‎ 
افاضة فى نظرية الدوال أقم‎ - 1 
امتداد تحليل : الشروط التى فى ظلها يكونذ 0 > (تار. اثبات الصيغ للمتطابقات‎ 5 

الدالية وحدانية الامتداد التحليل . مبدأ الانعكاس . 
وب) النقط الشاذة والأصفار : النقط الشاذة الاساسية - عدد الأصفار والأقطاب . مبدأ 


السعة . 
(ج) سطوح ريمان : سطح ريمان للدالة 2 108 سطح ريمان للدالة 22/2 - سطوح لدوال 

غير قياسية أخرى . 
ملحق ١‏ ( المراجع ) 4" 
ملحق ” ( جدول تحويلات المناطق ) 44 


قائمة المصطلحات العلمية وه" 


مُص لالاول 


الأعداد المركبة ‏ ومءطصسل؟ عامسرم) 


فى هذا الباب سنستعرض البنية الجبرية والهندسية الأساسية لنظام الأعداد المركبة . 
وسنفترض إلمام القارىء بالخصائص المناظرة للأعداد الحقيقية . 
-١‏ تعريف 

يمكن تعريف الأعداد المركبة ج على أنها أزواج. مرتبة 
)0( («,) داع 

من الاعداد الحقيقية تزوجء مع عمليتى جمع وضرب ستعر فان فيما بل . الأعداد 
المركبة التى على الصورة (ن,0) تسمى أعداد قيلية عطس » جسسنييدسز عبط . فى 
الصيغة )١(‏ » العدد الحقيقى بير يسمى الجزء الحقيقى اتوم انعط للعدد م . العدد 


الحقيقى بر يسمى الجزء التخيل عدم زمهمنيوس1 للعدد بن ونكتب 
زدية6 رع 2 نط و #دوعم 


يقال لعددين مر كبين (ونررو) ع (ننزو) أنهما متساويان عندما يكون هما نفس 
الأجزاء الحقيقية ونفس الأجزاء التخيلية » أى أن 
زفق .ونز حت وز و وخ ح ور حهم (ونرووء*) > (رنوعد) 
ملحوظة : حج©>©> تعنى إذا وفقط إذا كان 

تعر ف عمليتى الجمع (رع +ع والضرب (ردرج) للعددين المركبين 


(وسر*) درة و (إرزى<) د .ء 3 طش 1 


0 لوز + نووم ل رمد ج ( ينزو وع) + (رطزو رع 
زف .(ون و ل عونل رون رز وعد عة) ح (ونزر وعد ) ( رمو ر») 
وعلى سبيل الخصوص » 


(تز,ء) ع (بر,0) + (0,0) 
.(ن,0) > (0,ن) (0,1) 


٠‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


إذن ء» 
4 .(0,ز)(0,1) + (0,ن) ح (ترريد) 
فيما يلى سنقرن كل زوج مرتب على الصورة (0,<) بالعدد الحقيقى » » و بالتالل فإنه 
يمكن اعتبار أن فية الأعداد المركبة تحوى فة الأعداد المبقيقية رأى أن فة الأعداد 
الحقيقية يمكن النظر إليها على أنها فئة جزئية ئية من فعمة الأعداد المركبة ) . بالإضافة إلى هذا » 
0 العرفتين ك فى (4) 8 تزولاد عند قصرهما على الأعداد 
الحقيقية إلى عمليتى الجمع والضرب المألوفتين 
,(0,* + ,م (0 بو + 0,0 
.(0, عد رن) > (0رجء:)(0,) 
من هذا يند ينتج أن نظام الأعداد المركبة يشكل امتدادا طبيعيا تنظام الأعداد الحقيقية . 
فإذا ما نظرنا إلى العدد الحقيقى على أنه إما »د أو (0,*) » وإذا رمزنا للعدد التخيل 
(0,1) با! لرمز 1 فإنه يمكننا إعادة كتابة 3١‏ على الصورة 
070 يرة + راح (بزوهد) 
وإذا ما اصطلحناعل أن ... 0 .هيع يروج ب 22 0لء فإننا نلاحظ أن 
:(1,0 -) ع (0,1()0,1) - 


أى أن دثم., 

بإستخدام (9) يمكننا كتابة (؟) » (3) على الصورة 
للك الوكز ع واولا + زياد ل يدا ع (راظ ع )+ زرب ع ردم 
)3 “وزكر + دارا + لافار ودر ع لوز + ىالب + رن) 


لاحظ أن الأطراف المنى من هذه المعادلات يمكن الحصول عليبا بمعاملة حدود 
الأطراف اليسرى كا لو كانت تتشكل فقط من أعداد حقيقية وبوضع 1- بدلا من 2/ 
كلما ظهرت . 


؟ - الخصائص الجبرية وعنامعممءط عتدرطعوام 


بعض خصائت ى عمليتى جمع وضرب الأعداد المركبة تمائل نظيراتها فى حالة الأعداد 
الحقيقية . وسندون هنا .بعض الحصائض الجزية الأسابية وبشتيعتق من صحة بعض 


قداتيت الابدال 
وانين أب 
)00 رقو عيقرت برج + رت عر +21 
509000 أ ا 
وقوانين الدج ( او التجميع ) 


م (وموع)ت د و(رىرة) ,لوت + ره) جره ع ود + (يت + 2) 


الاعداد المركبة 5 


يمكن إثبات صحتها مباشرة وبسهولة من تعريفى عمليتى جمع وضرب الاعداد المركبة 
وحقيقة ان هذه القوانين متحققة بالنسبة لعمليتى جمع وضرب الأعداد الحقيقية . مثال 
ذلك (ربرع وبرىيما + ي) ح (ويز + وروا + 21) ح (ونزو) + (رنرى») حرم + ره 
+ و2 ع (وزى<*) + (وبررج*) د 

سنترك للقارىءمهمةإثبات صحة بقية القوانين المذكورة أعلاه وكذلك إثبات صحة 
قانون التوزيع 
زضة وهر + هرت ع (وة + ج2)رد2 

من قانون الإبدال لعملية الضرب ينتج أن وبر - نز » و بالتالى فإنه يمكننا كتابة 

أرط دع أو اس + ع« دجم 

' العنصر المحايد صفر - ( صفر . صفر ) . أى (0,0)-0 ء لعملية الجمع على 
الأعداد الحقيقية يكون عنصرا محايدا لعملية الجمع على الأعداد المركبة , العنصر المحايد 
(1,0) > 1 لعملية الضرب على الأعداد الحقيقية يكون عنصرا محايدا لعملية ألضرب على 
الأعداد المركبة » أى أن 
25١‏ 21-2 4 ج - 2+0 
لكل عدد مركب « . وفى الحقيقة » فإن ٠١‏ و صفر هما العددان المركبان الوحيدان 
اللذان يحققان هذه الخصائص » وسنترك مهمة إثبات صحة ذلك للقارىء . 

لكل عدد مركب (زز,) - # يوجد معكوس جمعى هو 
م :(نر- ,عر ) عدج 
أى أن + - يكون عددا مركبا بحيث 

2(>0-)+ع 

ويجب ملاحظة أن العذد + - المناظر للعدد ْ# يكون وحيدا , أى أن المعكوس الجمعى 
لأى عدد مركب + يكون وحيدا . ويستخدم مفهوم المعكوس الجمعى لتعريف عملية 
الطرح 6 يل : 1 
زه (ره-) ج+جنج ع رع - 2 
وبالتالى فإنه إذا كان (يسرى») - و2 و (ربرى*) - ,2 فإِن 
ف (ويز - يبز + ويد )ع (وبر وير رويد ل يك) جد ره ل ي2 

بالمثل » لكل عدد مركب غير صفرى «(«2,*) - + يوجد عدد مركب 21 . بحيث 
- 22-1 .العدد المركب 2-1» الذى يسمى المعكوس الضربى للعدد 2 » أقل وضوحا 
من المعكوس الجمعى للعدد 2 . ولتعيين العدد 2-1 » نفرض أن (,) - 2-1 ونبحث عن 
الأعدادم ,و.أى أن المطلوب هو إيجاد الأعداد ون بدلالة الأعداد بر,بر بحيث 
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.(1,0) ح (مرن) مر 
من هذا نرى أن م هما حلول المعادلتير ن الآنيتين 
عبر + بيبير ,1ع سير قرع 


وبعمليات حسابية بسيطة صل عل لل الوحيد لحاتين اب على الصورة 


ع ع 
أى أن المعكو سن الضربى للعدد 2 
1 7 
نف 2 عاد 2 
يمكننا الآن تعريف القسمة على عدد مركب غير صفرى على النحو التالى : 
)3( (0 عو ج2) : “قر د 
3 


ويجب ملاحظة أنه إذا كان ,(وري») - و2 , (رنررج) درت فمن معادلتى (8) ٠‏ (1) 


ينتج ان لفك - يعويز وريز + بعد 2105 
ىم وبر ثويد " توبر+ شير 22 


يما 1 
يهب ملاحظة أن عملية القسمة غير معرفة عندما 0- يه » وذلك حيث أن 0- 
تعنى أن 0 - ةبرج شير ووعذاشي سن ل ا 01 
ويمكننا الآن أن نتبين وأن نتحقق بسهولة من ؛ عت الصا لخر لماح خم 
وضرب الأعداد المركبة . فعلى سبيل الخصوص إذا كان 20-1 فمن (9) ينتج 
1 


تيج ع د 


وبالتالى فإن (9) يمكن إعادة كتابتها على الصورة 

0 (0 ع يه) تت 
باستمخدام صيغتى ضرب وقسمة الأعداد المركبة أو حقيقة أن المعكوس الضربى لعدد 
مركب يكون وحيدا فإنه يمكننا استنتاج أن 


1 1١/1 
يمكننا أيضا استنتاج أن‎ )١5( ء)1١( و باستخدام معادلتى‎ 
-قة لذ هفة‎ )8()5( 0 
وتأ /وما +2دة2 2 230 و2‎ 1 
حي 0عو وعرج ,0 غو و ,0 96 و2‎ 


ماسبق يمكننا من إجراء الحسابات على الصورة التالية : 
1 ك_ا+5 5+2 ا م 
26 26 5-57 1+1 ب ٍ 
خاصية هامة أخرى هى : إذا كان حاصل الضرب” يدرج يساوى صفرا فإن واحدا 
على الأقل من العددين ين , رت يساوى صفرا . ولإثبات ذلك نفرض أن 


الاعداد المركبة بذ 


0معد وت ج.ء 0غوج. بكتابة (وررو») - يت ,(رنزىن») درج فإنه ينتج أن 
(65) 0 > ينيعد + يعور 0 0ج وبري - يديد 
حيث واحد على الأقل من العددين ,بر, :دلا يساوى صفر . المعادلتان فى (4 )١‏ معادلتان 
انيتان متجانستان فى ,بر, ربد . محدد المعاملات هو 2ربر+ 2 . وحيث أن هذا المحدد 
لا ينعدم فإنه ينتج أن الحل الوحيد لاتين المعادلتين هو 0ت يبرح يد ء أى أن 
0 . وبالتالى فإنه إذا كان 0 ح- يدرت فإنه إما 2-0 أو 0- يت أو أن ينعدم كل 
من و2 ٠. 2١‏ 

ويمكن التعبير عن هذه الخاصية المذكورة أعلاه بصورة أخرى على النحو التالى : 

0 اح 0 عو رج ,0 34 ,2 

الشرط0 عووتيدفى )١١(‏ والشرط0 عومدوءق المعادلة الثانية من )١7(‏ لا لزوم هما بالتالى . 
أخيراً ؛ يجب ملاحظة أن عملية الترتيب المألوفة للأعداد الحقيقية لا يمكن تطويعها 
لتشمل نظام الأعداد المركبة . وبالتالى فإن العبارة 22 > ,2 يكون لما معنى فقط إذا كان 
كل من ,ج. رج عددا حقيقيا . 
تمارين 


02, -3()-2, (> )-1,8( تحقق من أن : ول 2#- -20/- 4ض 2-0/) ورب‎ - ١ 
1+2 2-8002 
3 ,)زا ,6,100 6010 وسا ري ابي‎ 22219 
2-0 ا جب اا‎ 
)-20-76- 2' 
. 22- اثبت أن كلا من العددين رس وم يحقق المعادلة 2-0 م2‎ - * 
حل اللمعادلة 2+1-0 +22 وذلك بكتابة (برر») دج وحل المعادلة‎ - " 
(بررين) ع #(بزرير)‎ + )1,0( 0,02 
. لإعياد زر . تحقق من صحة الحل‎ 
اقتراح : لاحظ أن 0س وذلك حيث أنه لا يوجد عدد. حقيقى + يحقق المعادلة‎ 


رم 


اه 4 ع>ز) 


,0 ع 1 ١ه‏ يرل قير 


- اثبت أن عملية الضرب إبدالية ( أى تحقق خاصية الابدال ) كم هو مذكور ف المعادلة 
الثانية من )١(‏ . بند (59) . 

© - ائبت صحة قوانين التجميع (9) ١‏ بند (59) ٠‏ 

5 - ائثبت صحة قانون التوزيع (") . بند (5) . 


» حب تعنى إذا كان .... فإن. أى أن التقرير المعطى يعنى إذا كان 0 كن ر02 كو ,2 فإن0 عو و22 
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.وت دوم لد روج ع (وج + يج عل رم)ج 
م - ائبت أن العددين المركبين صفر و 1 هما عنصرا الجمع والضرب المحايدان الوحيدان . 
اقتراح : إكتب «(برن دج وابحث عن الأعداد المركبة (,.) بحيث 
در - م + (رء) 2 . بلمثل ابحث عن الأعداد المركبة (م,) بحيث 
(رجم -رمن) (رم) عندما .0عوع . 
8 - استخدم الفكرة المعطاة فى الاقتراح المدون بمسألة (8) لاثبات أن - هو المعكوس 
الجمعى الوحيد للعدد المركب 2 . 1 
٠‏ - اثبت أن رأ “عه - 02س[ وازب) مضا د ممه رورجم (وغدع) ث > 1/1/2 
١١‏ - ائبت صحة العلاقة (؟1). بند (5؟) . 
- ائثبت صحة العلاقة الأولى من (*1), بند (9) . 
١‏ - اثبت صحة العلاقة الثانية من )١7(‏ , بند (1) . واستخدمها لإثبات أن 
21 221 


.(0 عمج ,0 عوج) ام د 
0م22 


555- ابت أن (222)(دمرة) - لم وع)(دمرة) 

٠٠‏ -ائبت أنه إذا كان 20-0ء2,2. فإن واحداً على الأقل من الأعداد 21.22.23 يساوى 
صفرأ : 

5 - ائبت أن #ت+ج2-1+2ج+) 

١١‏ - استخدم الاستنتاج الرياضى لإثبات صحة مفكوك صيغة ذات الحدين 


000 
21 
(لجع م 00 
!4 


0 


جك با - »+ ) 
#ي بابي لعج 


حيث #عدد صحيح موجب . 


#ا ال الإحداثيات الكار تيزية ‏ وعلوسذلءه00 سونوعامون 


من الطبيعى أن نقرن العدد المركب برغ + د اج. بنقطة فى المستوى احدائياتها 
الكارتيزيةبر,يد . وكل عدد مركب يناظر نقطة وحيدة من نقط المستوى , وبالعكس كل 
نقطة من نقط المستوى يناظرها عدد مركب وحيد . فمثلا العدد المركب: + 2- يمثل 
بالنقطة (2,1-)( شكل )١(‏ ) . ويمكن النظر أيضاً للعدد المركب بز + د - 2 على أنه 
القطعة المستقيمة الموجهة . أو المتجه , من نقطة الأصل للنقطة (رء:) . وعند استخدام 
المستوى تمثيل الأعداد المركبة برة + + - 2 هندسيا فإن المستوي نرير يسمى المستوى 


الاعداد المركبة 2 


المركب عموام ععاوسم) أو عدوام 2 . وى هذه الحالة يسمى محور السينات المحور 
الحقيقى ونده لع86 5 يسمى تحور الصادات المحور التخيل فلجة وهسنهدسة . 


من تعريف تجمع عددين مر كبين( ول ,رد) - 22 .لل ود) ,2 ع ينتج أن العدد 
المركب 20 + ,يت يناظر النقطة ..(ربر+ ,برد + ,ع » كا أنه يناظر أيضأ متجه م ركباته 


)١لكشر‎ 


د« + رع« و دم + رنو. وبالتالى فإن ,2 + ,ه يمكن الحصول عليه بإستخدام المتجهات 
كم فى شكل (؟) ( أى أن يع +,2. هو العدد المركب المناظر لمتجه محصلة المتجهين 
المناظرين للعددين #2.و») . العدد المركب 1-42 يمثل أيضاً بقطعة مستقيمة من النقطة 
(وبرررد) للنقطة (إطىرنت) كا فى شكل 9 . 


يعرف المقياس دبانل180 (أو القيمة المطلقة عداه؟ عاساموط4) لعدد مركب 
بن + بد -ج على أنه العدد الحقيقى الغير سالب ترح ##*ي. ويرمن له بالرمز |2 ء 


أى أن 
)0 قير ستيرل. > جا 
العدد |2 بين النقطة' (ن,*) ونقطة الأصل . ويجب ملاحظة أن |2| يؤول إلى 


القيمة المطلقة المألوفة فى نظام الأعداد الحقيقية.عندما تكون 0-ير . ويجب كذلك 
ملاحظة أنه بيّْا لا يكون للعبارة #2 >,ت معنى بصفة عامة فإن|:2| > |:| تعنى أن 
النقطة المناظرة للعدد ,ت تكون أقرب لنقطة الأصل من النقطة المناظرة للعدد ,2 . 

البعد بين النقطتين المناظرتين للعددين المركبين 202 .يعطى بالعدد| يج - ,2|. وهذا 
يتضح مباشرة من العلاقة (1) من بند (7) وكذلك تعريف )١(‏ أغلاه والذى يعطى 

.زور - ينر) + 2م - يند)ي. > إج2 - ,2| 

فمثلا الأعداد المركبة المناظرة للنقط الواقعة على محيط الدائرة التى مركرها (0,1) 
ونصف قطرها 3 تحقق المعادلة 3-|2- 2| | » والعكس أيضاً صحيح . وستشير دائماً إلى 
هذه الفئة من النقط عل أنها الدائرة 3-|:- جا 5 
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الأعداد الحقيقية |ء| ,862 ,2 هدة ترتبط مع بعضها بالعلاقة 


م2 5 تسل + 2 مع) - 2د 
كا أنها ترتبط أيضاً بالمتباينات 
زضة ‏ 2ه 1< |قس1| < |2| :د معظ <رءع#8/ - إدا 


العدد المركب المرافق عنههدزهمء «عءامهه0 لعدد مركب يرز + ب -2 يعرف على أنه 
العدد المركب بز ويرمز له بالرمز 2 » أى أن 
2 لز سد برح 2 


رشكل؟) رشكل") 


العدد الم كبر 2 يمثل هندسيا بالنقطة (بر- ,<). وهذه النقطة هى صورة النقطة («بر,ءد) 
بالانعكاس بالنسبة لمحور السينات . ويجب ملاحظة أن م-ة . إداع|| لكل 
عدد مركب 2. 
إذا كان ورط + ونا دارع © إنزز+ و3 ع رم فإن 
.لوث ح جخ) + (رنزة ح و) ح زوثر + رنز)ة - (وعد + و جره 2 


أى أن العدد المركب المرافق مجموع عددين يساوى مجموع العددين المركبين المرافقين : 


فى : بو + و2 د رج + رج 
بالمثل يمكن بسهولة إثبات أن : 
30( وو - وق > وه ره 
(49 ووشرة ح وقره 
أت 
للف 22 ع( 


البجموع 2 +2 لعدد مركب ومرافقه هو العدد الحقيقى 82 2 . الفرق 2-2 هو العدد 
التخيل 2 0[ 2 ٠‏ وبالتالى فإننا نمحصل عل المتطابقات 
)5( د موا عد دومع 

المتطابقة التالية » متطابقة هامة وهى تربط بين العدد المركب ومرافقه ومقياسه 
كالتالى : 


0 22| جه 


الاعداد المركبة 31 


وكل طرف فى هذه المتطابقة يساوى 2و + 2« . وعلى سبيل المثال » هذه المتطابقة 
يمكن استخدامها لتعيين خخارج القسمة فى المعادلة )٠١(‏ من بند (؟) . والطريق إلى ذلك 
هو ضرب كل من البسط والمقام فى يت وبالتالى يصبح المقام هو العدد المركب *إ:2| . 
فمثلا 5+ كت _/+2 /1+3- _38 1 


1+4 و ري 2-2-2-2 


4 - المتباينة المثلثية ‏ ب«والدنوعم! ءاهموءة »5 
من المعادلة )٠١(‏ فى البند السابق يمكن بسهولة استنباط بعض خصائص المقياس 
وكذلك بعص العلاقات المعروفة التى تتعلق بالمقياس ومرافق العدد المركب 5 


فعلى سبيل المثال 
)0 لةااضا - امعها 
لقاراته 
زفة (0 عو يج) 2 22 


ولإثبات خاصية )١(‏ » نكتب 
غللية| )د اوها ةك | - (وقوة)لرقه) > (وقرة)لوعرة) - نايعها 

وبمراعاة أن المقياس يكون دائماً غير سالب فإننا نحصل على النتيجة المطلوبة . بالمثثل 
يمكن إثبات خخاصية (7) 

بإتباع هذا الأسلوب سنقوم بتقديم برهانا جبريا للمتباينة المثلثية : 
فيه ١اة|‏ + اها ك اوم + دا 
التى تتضح هندسيا من شكل (7) . وهذه المتباينة ما هى إلا العلاقة الهندسية التى تنص 
على أن طول أى ضلع من أضلاع مثلث يكون أقل من أو يساوى مجموع طولى الضلعين 
الآخرين . 

سنبدا برهان هذه المتباينة بكتابة 

.ليق + ,)يع + يه) د زر + ,2)(يه + رت) ع ة|ي + رد | 

ومنها ينتج - بإجراء عمليات الضرب فى الطرف الأيمن - 


رقية + (وقرة + وقره) + رقرة ‏ ]يج + ,2 | 


ولكن 2-6 
:||| داوق |2 ك (ررقره) 6< 2 د وقره + مقرد 

و بالتالى فإث 

1 “اة| + ايةااهاة + ةادا ك ةإيه ها 

١ 

2 


+(221| + |2|) ك *إيه + ,دا 
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وبمراعاة أن المقياس يكون دائماً غير سالب فإننا نمحصل على النتيجة” المطلوية 25 . 
ويب ملاحظة أنه يمكن بسهولة تعمي امتباينة الثئية لأى عدد من الأعداد المركبة . 
أى أنه يمكننا كتابة 
ادا + إيد| + ل2| ك أوةا+ إيت + | ك اوه + يه + نا 
والتى يمكن تعميمها » وإثباتها بإستخدام الاستنتاج الرياضى » على الصورة 
0 1 1,2 ل وم اذا > إحر| 
لاحظ أن العدد | |22|-| ,| | هو قيمة حدية سفلى 0سناوط وعوم.آ للعدد 21+22 أى 


0 


ان 
فك لدت + دا 5 اتا -لتاا 
ولإثبات ذلك » نكتب 
7 ءا | + إيت + ,| ك إلره-)+ (ية + ,)| > ارما 
وهذا يعنى أن 
زلف . .أت +2| ك تا - ايها 
وهذا يثبت المتباينة (ه) عندما|ج2|<اءة|إذا كاذإرة|>|رة|فبإيدال .2 , ره كل مكان 
الآخر فى المتباينة (*) نحصل على أن 
. رزوت + ىة| ك (ا:2| - لدا)- 
ومنها نحصل على النتيجة المطلوبة . 
من المتباينة (0) والمتباينة المثلثية نحصل على 
زفق أة| + اها ك ا#ه+ | ك ااا - ادا 


١‏ - عين المتجهات الممثلة للأعداد دج + و2 ,22 - 21 عندما 
أ دود ليه وب 0/3,0)- يت ,3,1/ا )ع 
(ج) 1,4) عه ,(1 ,3 -) حاتم و رد) ‏ إبزم ست رع عع وم رويك لل وعد حارم 
٠‏ - ائيت أن النقطة الممثلة للعدد2/(, + ,ج) هى النقطة المتوسطة للقطعة المستقيمة الواصلة 


للتقطتين 21,22 . 
« لدابت أن م لو وكخ37 جم زارب عسد 
ضعت ذف ه إتب+عدرق/ه- إن- لم +عه| 


- اثبت صحة العلاقات (؟) , (”) من بند (#) جبريا ثم فسر هذه العلاقات هندسيا . 
ه - ابت أن )#صطز + إدعم| < إماذله 
5 - ائثبت صحة العلاقات (5), (/ا) . (8) من بند (9) 


1١ 


١ 


1١ 


1 


1. 
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اثبت أن : 
(أ) العدد #يكون حقيقيا إذا وفقط إذا كان 22-2 
رب) العدد 2 يكون حقيقيا أو تخيليا إذا وفقط إذا كان مم -2©) . 


اثبت أن : ل :ممق معت و ريم عرق هم 


اثبت صحة العلاقة (؟) من بند (5) . 


اثبت أنه إذا كان 60و22 فإن 
0 2 لعل اه 
“© هد لمسا ‏ 5 9" أهااضا أبعت 
اثبت صحة : (أ) المتباينة (54) من بند (4) » 
رب) المتبايبات 


.لزع اها ك ادها ك ||| - دزا 


فى كل حالة عين فئة النقط التى تحقق الشروط المعطاة : 


م 1-//+1-ي| و ربب 53 +2]| 

ىج 2-(-6)عم ذ هم | + | عّم-ج| 

اثبت أنه إذا كان 250| 6 || فإن 
5 اما < 21 0 
ااماع اهل . و2 21 


نفرض أن 18 مقدار ثابت موجب , وأن 20 عدد مركب معين . اثبت أن معادلة الدائرة 
التى نصف قطرها # ومركزها: م- تكون على الصورة 

.2ه ح ة إمع| + (2مة) 26 2 + *|ج| 
باستخدام المعادلات (4) من بند (") اثبت أن القطع الزائد 1 - دير *ير. يمكن كتابته 
على الصورة 2+22-2ت , 
تحقق هندسيا من أن العلاقة 10 > |:4 + ج| + :4 - :| تمثل قطعا ناقصا ثم اثبت هذا جبريا. 


ه - الإحدائيات القطبية وغ)ددألهه"© «دامط 


نفرض أن م.م هى الأحدائيات القطبية للنقطة (و.» المناظرة لعدد مركب غير 


صفرى (ؤ + ح - 2 . حيث أن 


لك 


,0 هزه ع بر و 0506© م ح بر 


فإن العدد المركب 2 يمكن كتابته على الصورة القطبية دمءه؛ ءدامط كالتالى : 


مق 


.(0 صلة 7 + 8و60)” - 2 


مثال ذلك » 


انك ( مله 1 + فسن ِ( 0/٠‏ _- 9 و1 + 2( ناك -غ + ]1 
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والعدد ع هو طول المتجه الممثل للعدد المركب 2ء أى أن |2[- ع . العدد 
0 يسمى سعة 0674داع,4 العدد المركب 2 » ونكتب ج هرج - 8 . وهندسيا » سعة 
العدد المركب + هى أى زاوية » مقدرة بالتقدير الدائرى » يصنعها المتجه الممثل للعدد 
المركب + مع الاتهاه الموجب للمحور الحقيقى ( شكل ( ؛ ) ) . وبالتالى فإن 8 تاخد 
أى قيمة من عدد لا نبالى من القيم الحقيقية التى تختلف عن بعضها بمقدار 20 حيث 0 
عدد صحيح . هذه القم يمكن تعيينها من العلاقة 


زضة د وممة 
د 


) ٠ رشكل‎ 


مع ملاحظة أنه يجب أولا تحديد ربع المستوى الذى تقع فيه النقطة المناظرة للعدد # . 
لآى عدد ه ركب غير صفرى * تعرف القيمة الأساسية عنالة؟ ادمنعوزوط لسعة العدد 2 
على أنها القيمة الوحيدة لسعة:العدد المركب * التى تحقق العلاقة 
و2 5 2 31:8 > 7- 

ويرمز لها بالرمز 2 ١4:8‏ 

إذا كان ه - # فإن المعادلة (؟) لا يمكن استخدامها وتكون 6 غير معرفة . فى بقية 
هذا البند » سيكون من المفهوم » دون ما حاجة إلى ذكر ء أن الأعداد المركبة التى 
سنس تعخدم صورها القطبية ليست أعدادًا صفرية . 


الاعداد المركبة 1" 


عندما م2 عو 2 فإن المثيل 
(و مو + ومع)م ع ىج اج 
للعدد 20ت على الصورة القطبية يمكن تفسيره هندسيا ما فى شكل ٠)0(‏ 
أى أن إمت -ء| - مء وهى تمثل البعد بين النقطة المناظرة للعدد 2 والنقطة المناظرة للعدد 
م2 » بينا (رج ‏ ع) عنه - م هى زاوية ميل المتجه الممثل للعدد المركب ,جع . 
المتطابقة التالية هامة جدا وهى تربط بين سعات الاعداد المركبة ,2122 ,21,22 : 
0( 2 8ه + رت عنهة > (يقرة) ونة 
أى أن : أى سعة للعدد المركب 2,224 تساوى مجموع سعتين إحداهها للعدد 22 
والأخرى للعدد يه وبالعكس مجموع سعة ما للعدد رج وسعة ما للعدد ره يكون سعة 
للعدد ,مرج . المتطابقة (4) ليست دائماً صحيحة إذا ما وضعنا وم بدلا من و,ه . 
لنتبين هذا يكفى فقط أن نعتبر العددين رح يه, 1ت د يج. 
لإثبات صحة المتطابقة (4) سنكتب أولا يه., على الصورة القطبية : 
.(ي0 هلو: + ي0 5ومه)ي, ع و2 رل0 صنو1 + 0 605) > 2 
إذن ) 
,[(و6 هله ,8 ومه + 02 5ه ,6 هذة)ة + (ي6 هلو ,6 هو - ,0 وم ,0 605)] رن > وميه 
والتى يمكن كتابتها على الصورة امخترلة 
)2( .[(8 + ,62) موا + (ي0 + ,6) ومه]ي7” د وقية 
وبالتالى فإن مجموع أى سعة للعدد 21 وأى سعة للعدد 2ه يكون سعة للعدد يمره 


شكل (5) . 
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من ناحية أخرى » اعتبر أى سعة للعدد المركب 2122 5 من المتطابقة (0) ينتج أن 
هذه السعة لابد وأن تكون.على الصورة 20# + :8+ ,6 »ع حيث »م عدد صحيح . 
وبالتالى فإنه يمكتنا أن نأخذ فى المتطابقة (4) سعة و2 ء سعة 22 على سبيل المثال على 
الصورة 0 35 

+ ص8 د يدقنة 1 6 عدت عنة 

وبهذا يكتمل برهان المتطابقة (4) 

لاحظ أنه إذا ضر ب عدد مركب غير صفرى 0 هة 1 + 090)م > ء فى العدد التخيل 1 
فإن القطعة المستقيمة الموجهة الممثلة للعدد 2 ( ونقطة بدايتها نقطة اللأصل ) نحصل عليها 
من القطعة المستقيمة الموجهة الممثلة للعدد 2 ( ونقطة بدايتها نقطة الأصل ) بدوران 
الأخيرة حول نقطة الأصل زاوية قائمة فى الاتجاه الموجب ( أى ضد اتجاه عقارب 
الساعة ) . وذلك حيث إنه من المعادلة (5) ينتج أن : 


(#صلة: + 8 ا هلو + د 6) عدءز 


3 5 0 مم1 + آذ + 0 |" 5 


من المعادلة (5) يمكننا بسهولة الحصول على الصورة القطبية للمعكوس الضربى لعدد 

م ركب غير صفرى 
(6هزة؛ + 0 وم0)م داع 

على الصورة 
زف 1 0 -) هلو 1 + (0-) ووم] لت تدع : 

ويجب ملاحظة ان حاصل ضرب هاتين الصورتين القطبيتين يساوى 1 . وحيث إن 
؛-ودرة - وتاي وفإنه يمكننا كتابة الصورة القطبية لخارج قسمة عددين مر كبين غير 
صفريين على التحو الال :| 50 
م20 .0 - ي6) صلة: + 6 - ,6) ومن] 2 

من المفيد دائما ان نرمز للمقدار ‏ 206ز18 + 0وم» بالرمر ‏ يم ء أى أن 
)02( ,0مة: + 6 وم ع ثام 

وهذه العلاقة الأخيرة تعرف بإسم صيغة أويلر لانصده؟ و'مءابظ . وكا سنرى فيما 
بعد فى بند (71) فإن اختيار الرمز نم لم يكن عشوائيا بل له ما يبرره . ويجب ملاحظة 
ان 


زلف زوه + دهالي ب تفلو هلي 


الاعداد المركبة أيف 


والتى يمكن الحصول عليها بسهولة من انلعادلة (©) عتدما 1- رمب ,م . أى أنه عندما 
“ام د رج ر أن درج فإن ‏ «مجهام سيورج والخاصية رقم (9) هى بطبيعة الخال 
الممائلة للخاصية المناظرة للدالة م عندما يكون + عدداً حقيقياً 

من المعادلة (9) نلاحظ أن ب #-مثاك . وبالتالى فإن العدد المركب0:-مهو المعكوس 
الضرنى للعدد المركب “ام » وبالتالى فإن 


حم ب فأج/1 
من المعادلات (؟) ١‏ (8) ينتج أن أى عدد مركب غير صفرى « يمكن كتابته على 
الصورة 
)220 لمم داع 
ومن المعادلة () ينتج أن المعكوس الضربى للعدد 2 هو 
)01١‏ احم لس لسع 
- كذلك ء إذا كات “ميرد يم 0 “اميم ع٠‏ فمن المعادلات (5")» 15 ينتج أن 
01١‏ (8 لام ررم د ج22 
و 
١‏ هالع 1 لد 
205 (وفس هالع 0 


5 - قوى وجذور واممج نمو وروبووم الأعداد المركبة 


إذا كان 6نممر دع عدد مركب غير صفرى فإن #85 حيث 8 علد صحيح ل 
بالعلاقة 
)00 ...22 راع ,0 دم) ل لد 

وهذه العلاقة يمكن إثباتها بسهولة بإستخدام الاستنتاج الرياضى والعلاقة (9) من 
البند السابق عندما يكون ٠‏ عددا طبيعيا . وهذه العلاقة تكون صحيحة أيضاً عندما 

0-» وذلك مع ملاحظة أننا سنعتير أن 0-1 . إذا كان ...,2- ,1 -م فإننا نعرف 0ج 
بالعلاقة 
0 
من هذا ينتج باستخدام العلاقة )١١(‏ من بند (0) وحقيقة أن العلاقة )١(‏ صحيحة 
عندما يكون م ذا مطتحيسا موجبا 
ماري (ه- )لوالو 7 6 0-7 

إذن العلاقة )١(‏ صحيحة عندما يكون « عددا صحيحا . 
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لاحظ أنه عندما تكون 1 - ء فإن العلاقة )١(‏ تصبح 


زفق و(... ,2+ ,21 ,0 دم صمح ب «زقاع) 
أو 
رةه ,(...,2+ ,1+ ,0 -م) ملو + 0 ومن ح "(0 رزو : + 86 ومه) 


وهذه النتيجة الأخيرة تعرف بنظرية ديموافر ممعممع ا وثع نر زز840 عل ٠١‏ 
العلاقة )١(‏ مفيدة جدا » فعلى سبيل المثال عند حساب جذور الأعداد المركبة الغير 
صفرية . ولتوضيح ذلك » سنقوم بحل المعادلة 
0( 2.0 بلعم اعت 
أى أننا سنوجد الجذور النونية للوحدة . وحيث أن 0عو فإنه يمكننا كتابة ‏ 6مم- 2 
ونبحث عن قم م م التى تحقق العلاقة 
باع تزاوم) 
5 0أم1]اع فعلوسمر 
من المعلوم أنه إذا تساوى عددان مركبان فإنه يكون هما نفس المقياس » وإذا كان 
هذان العددان على الصورة القطبية فإن سعتيهما تختلفان بالمقدار م/2 حيث عدد 
صححيهة .إذك 
2 + 70-0 0 اعدكر 
حيث ءا عدد صحيح (... ,2+ ,1+ ,0 - ع) وبالتالى فإن 
,2/8 - 0 آعم 
وبذلك يكون لدينا م من الحلول امختلفة 


(ل-- ...2 ,0,1 ع م) (قاان اع 
للمعادلة (؛) . أى أن الأعداد المركبة 
2 (1-سى...,1,2 ,0 دعم) واي دوين 
10 7 


هى الجذور النونية للوحدة . ويب ملاحظة أنه لا يمكن الحصول على أى جذور 
إضافية مختلفة بإعطاء ع٠‏ قيما أخحرى خلاف تلك المذكورة أعلاه وذلك حيث أن الدالتين 
عمنه .عمنوه© دالتان دوريتاكن . 

من هذا ينتج أن الجذور النونية للوحدة عددها ه . وهذه الجذور تناظر هندسيا النقط 
الواقعة عند رؤوس مضلع منتظم عدد أضلاعه « . وهذا المضلع يقع داخل دائرة نصف 
قطرها الوحدة ومركزها نقطة الأصل . إحدى رؤوس هذا المضلع هى النقطة المناظرة 
للجذر 2-1 . وإذا كتبنا 


2 
3 كوو + دوم د ره 
7 7 


الاعداد المركبة بن 


00 ينتج أن الجذور النونية للوحدة هى ' 1-*إن ,... ,ثيه ررد ,1 ٠‏ ويجب 
ملاحظة أن 1-", . شكل (9) يوضح أن الجذور التكعيبية للوحدة تقع على رؤوس 
مثلث متساوى ألا . وشكل (8) يوضح مواقع م الجذنور عندما 6 > م. : 


وما ذكرناه آنفا يمكن تعميمه لإيجاد الجذور النونية لأى عدد مركب غير صفرى 
.(© صنو : + ف قم©)م ع مر 
وهذه الجنور هى 
4 (1-ه,...,2 ,1 ,0 - م) ونورب * ع وموم )م 


حيث مله الجذر النونى الموجب للعذد الحقيقى م . والعدد م/ي يمثل هندسيا طول كل 
من المتجهات الناظرة للجذور النونية . وسعة أحد هذه الجنور النونية 
تساوى/ه وللحصول على سعات الجذور النونية الأخرى فإنه يضاف 
للمقدار 4# مضاعفات صحيحة للمقدار #/2. ويجب .ملاحظة أنه إذا كان ود أى جذر 
نونى للعدد » فإن الجذور النونية للعدد »« تكون 
1-”رندىة ,.. . ,2000 م2000 م20 
حيث .ده كا هى معطاة فى العلاقة (5) . وهذا يرجع إلى أن ضرب أى عدد مركب 
غير صفرى فى العدد المركب ,ره يناظر زيادة قدرها «/2 فى سعة هذا العدد . 
سنرمز لأى جذر نوقى لعدد مركب غير صفرى « بالرمز "م . على سبيل 

الخصوص » إذا كان » عددا حقيقيا موجبارم:فإن 1م يرمز إلى أى جذر من الجذور 
وسنحتفظ بالرمز م/إ المستخدم فى (7) للدلالة على الجذر الوحيد الموجب . 
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تمارين 
1١‏ - اوجد قيمة 2 ع6 عندما 
8س 5 ملاسم ءا جص ور قو/)- 
0 0 ” جك ع © 6( )دع 
الأجوبة  :‏ ( 2/3 , رج م 


٠”‏ - استخدم الصورة القطبية لإثبات أن 
2/3 + 2 - نو + 3 لايزة له - )1 ,رب 27 +1 - ( +ع)/نة 


سي « + مله -تل +1-) 0 » « رق/ض ب 1 )اج كح هد زوز + 1) 
م« - فى كل حالة اوجد جذور الأعداد المركبة المعطاة ومثلهم هندسيا : 
ررم 7 0757 لنزركت © 20 لنزركت ل إن بين 
الأجوبة : (/ ( + )عد رب 1/3-0/2د) ,1 » «د) 2/ه/(3/: عد 1-) ,3(/0/3/ة1 سد 1) ,لهك 
إثبت صحة العلاقة (1) من بند (5) عندما تكون ....,2 ,1-مءه 
-ه - اوجد قيمة من قم سعة 2 عندما :0 عورم » 2,80 


1 
3-7 


ل متلضدة ) صم (..1,2عم) "ودع ع رس تمدع 
ش الأجوبة : () يدهمة- ردهعة ؟ رم ,همده ؛ رج تومه 
5 - اثبت أن ,هيه -+ همه حيث. وعوج. تين الشروط الأخرى التى يجب توافرها 
فى العدد ج حتى يكون م وية- -2هيه. 
الإجابة : 2 لا تكون عددا حقيقيا سالبا . 
٠‏ - نفرض أن #يعدد مركب غير صفرى وأن ه عدد صحيح سالبار.. ,2 ,1- -». 
باستخدام التعريف «-(2-1) -*: المعطى فى بند (1) اثبت أنه يمكننا كذلك كتابة 
الرسلج) سج 
م - اوجد الجذور الأربعة للمعادلة 0 - 4 + 24 واستخدم ذلك لتحليل المقدار 4 + 4ج 
إلى مقادير من الدرجة الثانية ذات معاملات حقيقية. 
الإجابة : 2)22-22+2 ع2 +ةج) 
4 - استخدم نظرية ديموافر لإثبات المتطابقات المثلثية التالية : 
م 28مزه0 وم 68-3 :ومن -38 ومه ؛  )+(«‏ .4 تمزع - 6 صو 6 52م 3 - 30 هنة 
٠‏ - استنتج العلاقة (لا) من بند (5) . 
١‏ - بفرض أن .0 ع ,درج استخدم الصورة القطبية لإثبات أن 
(2..0ط ,اع ,0ع ») س2 ع 8 - ,6 ١‏ ست ادقااضا ع لمعه 
حيث :2 #تقع و8 ع :2 هزقة ع ,6 . ١‏ 


- بفرض أن 0 عر رج ١‏ استخدم مسألة )١1(‏ لإثبات أذ 
,2ط راط رودم و - رق رق جد إزمز + إض| ع أرقا 


حيث دمعمة ,0 و00 ودهعة-,8. تحقق من هذا هندسياء 


الاعداد المركبة لف 


١‏ - بفرض أن 0غ ود,دء استخدم مسألة )١1(‏ لإثبات 
,2ط راط ,0 دم ص عرق رق ح)كد. ‏ |[ءه| - اءت|| + زايتما 
حيث 2 هق عد ج0 او :2 ظقة عد ,0 . 
185 - ائثبت صحة المتطابقة 
:1 2) 1-2 
ثم استنتج متطابقة لاجرائج المفلثية بواناسعل1 عأماعممهموأم) و'ءعموهه1 : 
موعومم “تلك بد وروووب... +20 ووو لق وو +1 
7١ 1‏ 00/2 5أ 2 , 2 0 005 + و0 + 0 ومح لك 
اقتراح : للحصول على اللمتطابقة الأولى ضع "م + ... + 2ج + ج + ] - 5 
واعتبر الفرق 8-9 . 
١٠٠‏ - إذا كان 2 أى جذر من الجذور النونية للوحدة بحث 1ع فإثبت أن 
0 
اقتراح : استخدم المتطابقة الأولى فى مسألة )١4(‏ . 
5 - ائثبت أن الصيغة المألوفة لحل معادلة الدرجة الثانية يمكن استخدامها لحل المعادلة 
0 - » + بط + 2ه عندما تكون المعاملات ع.6,ه أعدادا مركبة . 
لا - المناطق فى المستوى ا مركب عضداط تعاصصسهن) عطا ص ممماييعم1 


لك | 


دكي ب0... تج دع +1 


فى هذا البند سنقوم بدراسة فئات من الأعداد المركبة ( أى من النقط ) ومدى قربها 
من بعضها. ووسيلتنا الأساسية فى هذا هو مفهوم جوار م 0ووطءهططيعاءم- ع أو 
ببساطة الجوار 8000 موططواعه.و يعرف جوار م لنقطة معينة م على أنه فة النقط # التى 
تحقق العلاقة 
)01( : © > م2 - | 
أى فقة النقط + التى تقع داخل ( وليس على بيط ) دائرة مركزها مه ونصف قطرها 
عدد موجب معين م ( شكل(98)). 

يقال لنقطة 2 أنبا نقطة داخلية امصنمم مونمعاول لفئة 8 'إذا وجد جوار للنقطة م2 
يكون فئة جزئية من 8 » ويقال للنقطة ىتخ أنها نقطة خارجية )سنمم عولمع)ءم للفقة 9 إذا 
وجد جوار للنقطة 0 لا يحوى أى نقطة من نقط 8 . إذا لم تكن م2 نقطة نخارجية أو 
داحلية للفئة 5 فإنه يقال أن 0 نقطة حدية أو نقطة حدود إوزمم ومدلمسوظ للفعة 5 . 
أى أن النقطة الحدية هى تلك النقطة التى يحوى كل جوار ها نقط من 8 ونقط لا تنتمى 
للفئة 5 . فئة كل النقط الحدية للفئة 5 يقال ها حد بوموودسه8 الفعة 5 . فمثلا الدائرة 
١‏ -إء| هى حد لكل من الفئتين 


فم 1 ةا و (1>إ2ا| 
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يقال لفئة ما أنبا مفتوحة ممم0 إذا كانت لا تحوى أى نقطة من نقطها الحدية . 
وسنترك للقارىء مهمة إثبات أن الفعة تكون مفتوحة إذا وفقط إذا كانت كل نقطة من 
نقعلها نقطة داخلية لا , ويقال لفئة ما أنها 8 مغلقة لعوما0 إذا كانت تحوى كل نقطة من 
نقعلها الحدية . الفعة المغلقة التى تتكون من اتعاد الفئة 8 وفئة نقطها الحدية تسمى مُعْلِقة 
وول الفكة 8 ويرمز لها بالرمز 8 . ويجب ملاحظة أن الفئة! >|2| تكون مفتوحة » أن 
الفئة 1 > إج| هى مُغْلقة كل من الفنتين 2|>1| ىو 51إ2| 

وبطبيعة الحال فإن بعض الفئات لا تكون مفتوحة أو مغلقة . ولكى لا تكون فئة ما 
مفتوحة فإنها لابد وأن تحوى إحدى نقطها الحدية » ولكى لا تكون فقة ما مغلقة فإنه 
لابد وأن نجد إحدى نقطها الحدية الغير منتمية لها . فالفئة! ك |2| > 0 ليست مفتوحة أو 
مغلقة ؛ بينا فئة جميع الأعداد المركبة تكون مفتوحة ومغلقة فى نفس الوقت وذلك لعدم 
وجود نقط حدية . 
يقال لفئة مفتوحة ف أنبا مترابطة 64مدمن إذا كان بالإمكان أن نصل أى نقطتين 


من نقطها بمسار مضلعى )دم اودمعزاوط , يتكون من عدد محدود من القطع المسثقيمة 


الاعداد المركبة الما 


المتصلة نهاية بنهاية ويقع بأكمله فى الفعة 8 . فالفئة المفتوحة 2|>1| مترابطة . والحلقة 
كساسهصة 2 > 2 | > ١‏ هى بطبيعة الحال فئة مفتوحة وأيضاً مترابطة ( شكل )٠١(‏ ) . 
الفئة المفتوحة المترابطة يقال لها نطاق منعمره9 . ويجب ملاحظة أن كل جوار يكون 
نطاقا تسمى الفئة منطقة «ونه#0 إذا كانت نطاقاً أو نطاقا مضافا إليه بعض أو كل 
نقطه الحدية , 


يقال لفئة 5 أنبا محدودة 9»4سسده8 إذا كانت كل نقطة من نقط 8 تقع داخل دائرة ما 
م دنا » وإذا لم تكن الفئة كذلك فإنه يقال لها قة غير محدودة لء0ددهههنا . فى البند 
التالى سنتعرض لمفهوم الفئة الغير محدودة بتفصيل أكثر . 

أخيرا » يقال لنقطة م2 أنها نقطة تراكم الهم دوللةابتسيعع4 لفئة 5 إذا كان كل جوار 
للنقطة مه يحوى نقطة واحدة على الأقل » مختلفة عن ون » من نقط 8 . من هذا ينتج أنه 
إذا كانت 58 فئة مغلقة فإنها تحوى كل نقطة ترام لها . وذلك لأنه إذا كانت م2 نقطة 
ترام للفئة 5 بحيث #8وه فإن م2 لابد وأن تكون نقطة حدية للفغة 9 » ولكن هذا 
يناقض حقيقَة أن الفعة المغلقة تحوى كل نقطة حدية لها . ؤسيترك للقارىء مهمة إثبات 
أن عكس هذا يكون أيضاً صحيحا , أى أنه إذا كانت الفئة 8 تحوى كل نقطة ترام لها 
فإنها تكون مغلقة . وبالتالى فإن : 

الفئة 5 تكون مغلقة إذا وفقط إذا كانت تحوى كل نقطة ترام ها . 

من الواضح أن النقطة من لا تكون نقطة ترام للفعة 8 إذا وجد جوار ما للنقطة م2 
لا يحوى أى نقطة , مختلفة عن 2 » من نقط 8 . لاحظ أن نقطة الأصل هى نقطة 
التراكم الوحيدة للفعة ‏ نيت (..,1,2-م) 
8 - نقطة اللانباية رانمةكه] اه امتوط ءط1 

من المفيد أحيانا أن نضم للمستوى المركب نقطة اللانهاية ( أو النقطة فى 
مالا نهاية ) , والتى يرمز هما بالرمز مه . المسبتوى المركب مضافا إليه هذه النقطة 
يسمى المستوى المر كب المميل عضقام اعامصمج لعلمعاجك . 

ولنوضح مفهوم نقطة اللانهاية فيمكننا النظر إلى المستوى المركب © لو كان مارا 
خط استواء كرة نصف قطرها الوحدة ومركزها النقطة 2-0 ( شكل )١1١(‏ ) . كل 
نقطة # من 'نقط المستوى يناظرها نقطة وحيدة ١‏ على سطح الكرة . النقطة م هى نقطة 
تقاطع سطح الكرة مع الخط المستقم المار بالنقطة # والقطب الشمالى 2 للكرة . بالمثل » 
كل نقطة م على سطح الكرة » مختلفة عن القطب الشمالى |3 » يناظرها نقطة وحيدة 2 
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فى المستوى . فإذا ما اعتبرنا أن القطب الشمالى :8 للكرة يناظر نقعلة اللامهاية » فإننا 
بذلك نكون قد حصلنا على تناظر أحادى بين نقط الكرة ونقط المستوى المركب 
الممتد . هذه الكرة تعرف, باسم كرة ريمان عمعامه مموسعن# » وهذا التناظر يعرف 
باسم الإاسقاط الاستريو جرافى همناءءزههم عتطموعهومء5)6 . 

لاحظ أن خارجية دائرة الوحدة التى مركزها نقطة الأصل ف المستوى المركب تناظر 
نصف الكرة الواقع فوق المستوى مع استبعاد خط الاستواء والنقطة ل« . بالإاضافة إلى 
ذلك ؛:فلكل عدد صغير موجب م ء تكون نقط المستوى المركب الواقعة خارج 
الدائرة 1/4 - || مناظرة لنقط الكرة القريبة من 8 . لذلك سنسمى الفكة 1/6 < |2| 
( جوار 8) للنقطة ٠6‏ 

عندما يحوى كل جوار للنقطة مه نقطة واحدة على الأقل من تقط فة معينة 8 فى 
المستوى المركب فإننا نقول أن © نقطة ترام للفعة 8 . وكمثال لتوضيح ذلك » النقطة 
تكون نقطة ترام للفئة نه - ود حيث ...,0.1,2 - مء كا أنها نقطة ترام 
للنطاق 2<0 ص1 . ويجب ملاحظة أن الفئة 8 تكون غير محدودة ( كا فى بند 7 ) إذا 
وفقط إذا كانت مه إحدى نقط تراكمها. 


وسنتفق على أنه عندما نقول نقطة # فإننا سنعنى نقطة فى المستوى المركب النهاق 
اندز . وإذا ما أردنا بحديثنا نقطة اللانهاية فسنذكر ذلك صراحة . 


١ 


١ 
لحل‎ 


الاعداد المركبة لفن 


ارين 


- فى كل حالة ارسم الفئة المعنية ووضح ما إذا كانث نطاقا : 

0 51+ 2 حم| ب بود ]رق جعة| جى, 1<ممة © 1<إمسة| 

4ع كم وعة ك 0,0< إعاه اءا < |4-ع] «ن: > زم - 2 >ه . 

حيث ن: نقطة ثابتة » 5 عدد موجب 

الأجوبة : كل من (ب) . (جم . (ز) تكون .نطاقا . 
- أى الفئات فى )١(‏ لا تكون مفتوحة أو مغلقة ؟ 

الإجابة : (ه) 
- أى الفئات فى )١(‏ تكون محدودة ؟ 

الأجوبة : (أ) ١‏ (ز) 
- فى كل حالة ارسم 

ل محم وم >ج- ,0 <21ا| ب زاع| > |معى | رج 1/2 ك (1/2) عن .0< تي مع 


- نفرض أن 8 هى الفئة المفتوحة التى تتكون من النقط 2 بحيث 


2|>1-مز أو 1> دا 
بين لماذا لا تكون 8 مترابطة 
- بين أن الفئة 5 تكون مفتوحة إذا وفقطدإذا كانت كل نقطة من نقط 5 نقطة"“داخلية 
ها 
عين نقط ترام كل فعة من الفئات التالية : 
(أ) :لا ,1ع م "توب بل... ,2 راع م) *إ(م/1) دمورج:2/ > هه 5 1,0 < إج| 
.(...,2 ,1 ع ») #/(1 دسق + 1(*)1-) ديع . 


الأجوبة : (أ) لا يوجد . رب) 0 . رد) (ز+ )اع 
- اثبت أنه إذا كانت فئة تحوى كل نقطة ترام ها فإنها لابد وأن تكون مغلقة . 
- اثبت أن أى نقطة ى2 من نطاق تكون نقطة ترام هذا النطاق . 
- اثبت أن أى فئة نهائية من النقظ م2 .....22 ,21 لا يمكن أن يكون ها نقط تراكم 
فى المستوى المركب المتد اثبت أن نقطة اللانهاية تكون نقطة ترام لكل من الفنتين 


.0 > ممه « 0< عه 


1 


م لالثاان 


الدوال التحليلية .1261015 231901م 


سنعتبر الآن دوال المتغير ا مركب ونعطى نظرية لإيجاد مشتقات مثل هذه الدوال . 
والهدف الأسابى من هذا الباب هو تقديم الدوال التحليلية هو عسس؟ عنازلقمر4ق» التى 
تلعبك قوراً رئيسياً فى نظرية التحليل المركب ( أو العمدى ) ول وزاعمة «عامسرمن 
4 - دوال المتغير المر كب عاطقلمول؟ بتعامسرهت ع ؤه فممتاع ود 

لتكن 5 ففة من الأعداد المركبة . ٠‏ ؟ دالة ممنعم»5 على 8 ١‏ تعبير نعنى به قاعدة 
تحدد لكل 2 فى 8 عدد مركب « . العدد المركب « يقال له قيمة ساه0الدالة 6 عند ج 
ويرمز له بالرمر © 6" » أى ا 

الفئة 5 يقال لها نطاق تعريف «منانمة]ءف ؟ه معدم الدالة 6 . وبالرغم من أن نطاق 
تعريف دالة ما كثيرا ما يكون نطاق'( بحسب تعريف النطاق الوارد فى بند (7) ) » إلا 
أنه يجب مراعاة أن هذا ليس صحيحا دائماً . 

نرى أنه ليس من الام دائماً استخدام تدوينات ( رموز ) مختلفة للتفريق بين الدالة 
وقيمها. فعلى سبيل المثال الدالة م المعرفة على الفيمة1 <2 ص17 بالمعادلة 
- سر 2 يمكن الإشارة إليها عن أنها الدالة 1/2 المعرفة على 1< 2 مم1 . وعليه 
يمكن وصف الدالة بذكر قيمها عند كل نقطة من نقاط نطاق تعريفها . 

عندما لا يذكر نطاق تعريف الدالة. » نتفق على اعتباره أكبر فقة ممكنة لهذا التعريف . 
وعليه فعندما تتحدث عن الدالة 2 » فإِن نطاق تعريفها يكون جميع نقط المستوى غير 
الصفرية . 

'فى نظرية المتغيرات المركبة يظهر لدينا ما يسمى بالدوال متعددة القيم 
كسهتأعسس؟ لعسلو+_-ءامشغاسكل أى الدو ال التى يمكن أن تأخحن أكثر من قيمة عند نقطة 
ما . مثال ذلك الدالة 212 التى تأخذ قيمتين عند كل نقطة غير صفرية فى المستوى 


* حاشية للمترجمين : يلاحظ القارىء أن مفهوم الدالة المستخدم يختلف عن ذلك المستخدم حالياً فى فروع 
الرياضيات ؛ بيد أن المفهوم الذى يستخدمه المؤلفون يسمح لنا كا سنرى بالتحدث عن الدوال متعددة القم . 
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المركب . ودراستنا للدوال متعددة القبم سوف تتضمن عادة دوال معينة وحيدة القيم 
يحدد لها قيمة واحدة من القبم الممكنة عند كل نقطة . وسنتفق » ما لم ينص صراحة على 
غير ذلك » على اعتبار لفظ دالة مشيرا إلى دالة وحيدة القيم . 

نفرض أن + + ن - » هى قيمة الدالة 6 عند بذ + »« - #ءأى أن 

| (درة + ع«) رع م + ها 
كل من العددين الحقيقيين «,؟ يعتمد على المتغيرين الحقيقيين »رو ؛ فمثلا إذا كان 
2 - ©)؛». فإن 
و2 + غير - قهر - 2(يرة + ع) - (2)ر 
وعليه فإن 
.2 دن وخر بردم 

وهدا يوضح كيف يمكن لدالة لمتغير مركب « أن يعبر عنها بواسطة زوج من الدوال 
الحقيقية فى المتغيرين الحقيقيين ,ا 
)0( (لزرو)نة + (بزمع)ن > (عال 

وإذا اعطينا من الناحية الأخرى دوال حقيقية (و,» » و (3,) ؟ ف المتغيرين الحقيقيين 
عرو فإن المعادلة )١(‏ يمكن استخدامها لتعريف دالة فى المتغير المركب وز + ه > 2 . 
فمثلا إذا أعطينا الدالتين الحقيقيتين المشار إلييما فيما يلى » فإنه يمكننا أن نكتب 
زفة عر او لج ب م 4 - رار 
ومفهوم هنا أن نطاق تعريف الدالة م هو الشريحه النصف لا نبائية! > بر> 1-,0 < بد 
وذلك لأن هذه القمم للمتغيرين «.و هى قيم تقارب كل من التكامل المعتل والمتسلسلة 
اللاخهائية 

إذا كان (د,» ؛ فى )١(‏ مساويا دائماً للصفر » فإن العدد (©) ؛ يكون حقيقياً دائماً . 
وكمثال لدالة متغير مركب ذات قيم حقيقية نذكر الدالة *|2]- © . 

إذا أكان « عددا صحيحاً أكبر من أو يساوى صفر وكانت ي1:...,8ه,وة. ثوابت 
مركبة . فإن الدالة 

(0 ع« يه) "رن + ٠00‏ + 22 يه + 2ره + وه ع (2)م2 

يقال لها كثيرة حدود من درجة ه . لاحظ أن المجموع هنا يحتوى على عدد محدود من 
الحدود وأن نطاق تعريف هذه الدالة هو المستوى المركب * بأكمله . دوال القسمة 
() نعم لكثيرات الحدود 5)2(,0)2 تسمى دوال قياسية وومناءهة؛ لددمناهه وهى 
ميرقة جنيع قرع فنا عنا جلك الى عل 2620 . كثيرات الحدود والدوال 
القياسية دوال بسيطة وهامة فى نفس الوقت من دوال اللمتغير المركب . 


الدوال التحليلية لان 


- الرواسم دع ستأممه31 

كثيراً ما يُظهر لنا اتمثيل البيانى لدالة حقيقية لمتغير حقيقى خواص هذه الدالة . أما فى 
الحالة (2) - م حيث 8,2" متغيران مركبان » فلا يوجد مثل هذا الفثيل البياى الميسر 
للدالة 6 » والسبب فى ذلك أن كلاً من العددين #,» له موقع » أى يمثل بنقطة » فى 
المستوى وليس على خط مستققيم . إلا أنه يمكننا مع ذلك كشف بعض المعلومات حول 
الدالة عن طريق تحديد أزواج من النقاط المتناظرة (5,») - 2 ,(«,ه) - ”« . ولاجراء ذلك 
نجد أنه من الأيسر رسم مستويين منفصلين لكل من #,» . 


عندما نتصور الدالة فى هذا الاطار » فإننا عادة ما نطلق عليها راسما ( أحيانا تطبيقا ). 
عساممه1ة أو تحو يلا دم عسعه عمدو . صورة عهوم: النقطة 2 فى نطاق التعريف 58 هى 
النقطة (2): - ” » وفئة صور جميع نقط فئة جزئية 7 من 5 تسمى صورة 7 . وصورة 
نطاق التعريف 8 للدالة 6 تسمى مدى مههههالدالة 5 . الصورة العكسية هدص 1207656 
للنقطة »« هى فئة جميع النقط + فى نطاق تعريف ؟ التى لها نفس الصورة « . الصورة 
العكسية لنقطة ما قد تحوى نقطة واحدة أو أكثر من نقطة » أو قد تكون الفعة الخالية ؛ 
والحالة الأخيرة تنش بطبيعة الحال عندما تكون « غير محتواة فى مدى ؟ . 


مفاهم مثل الانتقال دهاعمو الدورات «متنعه2او الاتعكاس ممنعععم 
تستخدم لإبراز خصائص هندسية غالبة لرواسم معينة . وقد يكون من المفيد فى مثل 
هذه الحالات اعتبار المستويين ا م ركبين 2,” كمسبتوى واحد . وعلى سبيل المثال الراسم 
2+1 - » يمكن اعتباره انتقال مقياسه الوحدة على المين لكل نقطة 2 . والراسم مذ- »« 
يمكن اعتباره دورانا مقياسه 2/2 فى اتجاه مضاد لدوران عقرب الساعة وذلك لكل 
عدد مركب غير صفرى ‏ ؛ والراسم ج22 بر هو تحويل يرسم كل نقطة 2 إلى صورتها 
بالانعكاس بالنسبة للمحور الحقيقى . 


يمككن فى العادة الحصول على معلومات أكثر عن الدوال بعمل مخططات بيانية لصور 
لمنحنيات أو مناطق » وذلك بدلا عن الإشارة ببساطة إلى صور بعض النقط المفردة . 
وكتوضيح لذلك فإن الدالة 
مون - قير + تعدل. > () ل 
ترسم ومه28 نقط الدائرة 2- 72ي+2و) حيث 0<» ع فوق نقط الخط المستقيم 
»-ه وذلك لأن تبرج تي -»ه . حيث أن و- -» وحيث أن و تأخذ قيما تتراوح من 
»- إلى » » فإن صورة الدائرة هى فى الواقع القطعة المستقيمة م -ي ,م 5 م58 +»- 
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( شكل )١١(‏ ) . وحيث أن النقطتين (5,») - 2 ,(و,») - 2- لهما نفس الصورة « » 


فإن كل نقطة على هذه القطعة المستقيمة » فيما عدا نقطتى النهاية » تكون صورة 
لنقطتين على الدائرة . 


ونطاق تعريف هذه الدالة هو المستوى المركب + بأكمله » وكل نقطة 2 تقع على دائرة 
من هذه الدوائر وذلك لأن » عدد حقيقى ثابت غير سالب . وك أسلفنا فإن. صورة كل 
دائرة تكون قطعة مستقيمة » كا أن كل قطعة من هذه القطع المستقيمة هى صورة 
لواحدة فقطا من هذه الدوائر . وعليه فإن مدى هذه الدالة هو ربع المستوى : 
كك 0 كك ه- ,0 ه 

١‏ - النبايات وانصانة 

لتكن ؟ دالة معرفة لجميع نقط جوار ما لنقطة ىخ » اللهم فيما عدا النقطة م 
نفسها . التقرير القائل بان العدد المركب ى"« هو نباية افصفة الدالة 8 عندما تقترب 2 من 
وة » والمعبر عنه رمزيا على الصورة 
00 و - (6 سار 
يعنى أن النقطة 160 -« يمكن جعلها قريبة قربا اختيارياً من م» وذلك بإختيار مناسب 
للنقطة 2 لتكون قريبة قربا كافيا من مه وعلى أن تكون + مختلفة عن م2.والآن سنقوم 
بصياغة هذا التعريف للنهاية فى صورة محددة دقيقة وعملية . 

التقرير )١(‏ يعنى أن لكل عدد حقيقى موجب ء يوجد عدد حقيقى موجب 

5 بحيث 
زفة م > |« - (2)ر| طالما كان 85> أوة -2| >0 


الدوال التحليلية إيضنا 


وهذا التعريف يعنى هندسيا أنه لكل جوار م » © > إوسد - ما|ء للنقطة م« يوجد 
جوار 8 ء. 1>8م12-2ء للنقطة مه بحيث تكون صور جميع نقط الجوار م6 . مع 
احتّال إمكانية استبعاد النقطة م2 » واقعة جميعا فى الجوار ه. ( شكل )١7(‏ ) . ونشير 
إلى أنه ليس من الضرورى أن تغمر هذه الصور الجوار ه بأكمله ؛ وعلى أية حال فإن 
النقط # تشمل النطاق 8> إمه- 0>|2 بأكمله . لاحظ أيضاً أن' 2 يمكن ها أن 
تقترب من و2 بأية طريقة كانت » وليس فى اتجاه معين خاص . 


)١؟لكشر‎ 


تعريف (؟) يتطلب أن تكون الدالة 6 معرفة لجميع نقط جوار ما للنقطة ن# » مع 
احتال استبعاد م2 نفسها . مثل هذا الجوار له وجود بطبيعة الحال إذا كانت النقطة م2 
نقطة داخلية لمنطقة فى نطاق تعريف 6 . ويمكن لنا توسيع تعريف النهاية ليشمل الحالة 
التى تكون فيبا م2 نقطة حدية هذه المنطقة وذلك إذا اتفقنا على أن تتحقق المتباينة 
»> إرس- (تىم| فى (5) لجميع النقط 2 النتمية لكل من المنطقة والنطاق 
8ق > إء -2|> 20 (أى لجميع نقط تقاطع الفثتين ) . 
التعريف (؟) بمدنا بطريقة لاختبار إمكانية أن تكون نقطة معينة نهاية ماء إلا أنه مع 
ذلك لا يعطينا وسيلة لتعيين هذه النهاية ولحت اقاراض واااو محر زم 
الفصل . ستمكننا بالفعل من حساب العديد من النهايات . 
اعتبر الآن الدالة 2/2 ع (2)ر المعرفة على القرص الدائرى المفتوح 1 >|2]| سين أن 
هنا 
النقطة 2-1 هى نقطة حدية لنطاق تعريف الْدالّة . لاحظ أنه إذا كانت + واقعة فى 
المنطقة ‏ 1>إ2| وباج تعريف النظقد فق 9138 )301 
الجا - يي - |ي- هار 
2 2 
وَعله لله لازم عله ال ار لكل عدد دجي مرجي م يكون » 
م طللما .26 >[2-1|> 0 
أى أن الشرط (؟) متحقق إذا أخذنا 8 مساويةللمقدار 26 ( شكل ))١84‏ أو 
أى عدد موجب أصغر منه . 
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لاعطاء توضيح أكثر للتعريف (؟) ستبرهن الآن أن 
زفق وذ +« دع) :4 - (قرز + 2) ونا 


ر شكل#4١)‏ 
الآن لكل عدد موجب. ه يتعين علينا إيجاد عدد موجب 8 بحيث 
2( م>إنه - تن +12 طلما ‏ .8>إنه-ج|>0 


وللوصول إلى ذلك » نكتب 1 
|2 + م[ |2 - سا + زع« |2 - ره - تمرا+ زج > إنه - من + 2| 
نلاحظ أن المتباينة الهنى فى (4) تتحقق طلما كان 
7 وناك 
المتباينة الأولى ( المنى ) متحققة بطبيعة الحال إذا كان 4/ع> || ٠‏ لإيجاد 
الشروط التى يجب وضعها على و حتى تحقق المتباينة الثانية نلاحظ أنه إذا قيدت و 
بالشرطا 2|>1 | فإن 
ْ 5> 2+4 -م| ع |4+ 2 -م) - |2 جما 
وعليه يكون 
و كلي) > امجمارة- را 
وذلك طلما كان (1 ,8/10) منص > |2 بر حيث (1 ,46/10 هنع تعنى صغرى القيمتين 
0 و ١‏ . يتبين لنا الآن أن الشرطين هرم>|*| و (10,1/) دنم > |2 - بر يمكناننا 
من إيجاد قيمة مناسبة للمقدار ىق هى 
86 59 
ا مام عق 
( انظر شكل (18)) . 
لقد افترضنا ضمنيا أنه إذا وجدت لدالة 6 خباية فإن هذه النباية تكون وحيدة . 
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والواقع أن هذه حقيقة واقعة » ولبرهان ذلك نفرض أن 
ر« ع (2) رسنلا و وم > (م)ر سنا 
اا 


وعمع 


رشكل6١)‏ 
حيث " ونا عو وبر . وعليه فإن لكل عدد حقيقى موجب اختيارى » توجد أعداد 


حقيقية موجبة وق .رة عيث 
ع > اوم - (عارا طالما وة >امة -2|> 0 
ع>|رس- ©كرا طلما .رق >[مه- 0>|2 
وعليه فإذا كتبنا 2/إ.« -..]| > 6 وأخذنا 8 لتكون صغرى القيمتين 
مة و ,ق فإن المتباينة التالية تكون صحيحة لجميع + المحققة للمتباينة 8 > م - 2| > 0: 
الم« - )ير - [رسد- رعاير] | د إ|رس- ونر| 
سد وبر| - 26 > أو - (هاثر| + [يسا - (عارا > 
لكن استحالة تحقق المتباينة إرب - *| > |« - | تجعلنا نستنتج أن نهاية الدالة تكون 
وحيدة . وف نباية هذا البند يجدر بنا أن نشير إلى أنه يمكننا بسهولة إعطاء معنى للتقرير 
(5) > (6 لال 
وذلك عندما يكون أى من العددين م.وس أو كلاهما نقطة اللانباية . وكل ما نفعله 
هنا هو أن نستبدل الجوارات المناسبة للعددين مد.ى* تجوارات لنقطة اللانهاية . وعلى 
سبيل المثال فالتقرير 
53( وم - (عا ل صخر 
يعنى أنه لكل عدد حقيقى موجب م يوجد عدد حقيقى موجب 8 بحيث 
»>امس- يا طالا 4<اء| 
أى أن النقطة (6 تقع فى الجوار ع > إوم- 1 للنقطة م» طالما وقعت 2 فى الجوار 
8 < |2| لنقطة اللانباية . 
ولتوضيح ذلك نلاحظ أن 


2-0-1 
ديا 
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وذلك لأن 


6 


1 1 
| طالما 1 
أى أنه يمكننا أخذ كي -ق فى هذه الحالة 
تعريف النهاية فى الحالة التى تكون فيبا م« فى (د) هى نقطة اللانباية » وكذلك فى 
الحالة التى تكون فيبا كل من و2.ى" نقطة اللاغباية » سنتركه للتارين التى تشتمل على 
أمثلة محددة . 


١‏ - نظريات على النبايات وانسر1 هه مسعممعءم1 

يمكن لنا تسهيل معالجة النبايات عن طريق إتجاد علاقة بين نباية دالة متغير مركب 
ودبايتى دالتين حقيقيتين كل منهما دالة متغيرين حقيقيين » والنهايات من هذا النوخ 
الاخير سبق معالجتها فى حساب التفاضل للمتغيرات الحقيقية » وعليه سنستخدم هنا 
برية تعاريف وخصائص هذه النهايات ( نعنى تعاريف وخصائص نبايات الدوال 
الحقيقية لمتغيرين حقيقيين ) . 


نظرية ١‏ : نفرض أن 


إذن 00 + ولاح وبر وونزة + معد ح و2 و(ط,»ة)نة + (نز,)ل > (عال 
)00 وم - (عار صنا 
يجنا 
إذا وفقط إذا كان 
6 مه > (برعءا)م ‏ «صذا و من > (تررعا)ية ‏ دوزلا 
(ومسم») ٠-(س)‏ (ود )+ (ر,ء) 


لبرهان النظرية سنفرض أولا صحة التقرير )١(‏ ثم نبرهن صحة الشروط (؟) . وفقأ 
للتقرير )١(‏ ء يوجد لكل عدد موجب » عدد موجب 8 بحيث 
> |لمه - (بزعم)س]ة + ون - (بزرع) | طالما. 8 > |زمبر- بز + ون« - | > 0 
وحيث أن 
|[مه - (تروم)م]ة + من - (تزرد)ية | ك إن - (تزرع)ية | 
.|أمة - (تروم)م]ة + ون - (تروت)ة| ك5 أم- )د | 
نجد أن 
> أمة - (نزرع)ت | و 2 > أمية - (نزرع)ية | 
طالما 2ق > برس + 2+ - »)>0 وهذا يبين صحة الشروط (؟) . 
دعنا الآن نفترض صحة الشروط (5) . لكل عدد موجب ع يوجد عددان موجبان 
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ةا ووية عحيث 


3 > امه - ضمة| طالما ‏ رة > لبر -ي) + :مد - +)> 0 


3-5 


ٌ< ام - «ر)»| طلما 2يق > 2(مبر- سر) + 2م - ج) > 0 


لتكن 8 صغرى القيمتين رق , ,26 . حيث أن 
اوه - (تزرح)ة| + | ون - (تزوا)نة| ك | [وة - (نز,د)م]ة + ون - (تز وعدي 
يد أن 
> إلمه + من) - (ررع)ة + (رر)نة 0 طللما .6 > |(مبة + م») - برذ + هد | > 0 


وهذا هو التقرير )١(‏ » ومنه يكون برهان النظرية قد استكمل . 


نظرية ” : نفرض أن 


لفق !> (ت)صم سنا و ملاع (مرسنا 
إذت 0 
5( 7 + وم ع [(2)/ + (ار] سنا 
لين ,و18 و > [(2()2)/] سنا 
1 ود لكك بن 

للك 7 .ءءء بشرط أن 0 عوى/ز 


برهان هذه النظرية الأساسية يمكن الحصول عليه بشكل مباشر من تعريف نباية دالة 
متغير مركب ( بند ))١١(‏ . إلا أنه يمكن الحصول على نظرية (؟) بشكل أسرع وذلك 
باستخدام نظرية )١(‏ وكذلك نظريات النهايات للدوال الحقيقية لمتغيرين حقيقيين . 
حتى نعتبر برهان الخاصية (5) » مثلا , : نكتب 
,((ا,)لة + (ر,ءد)نا > (2)ل ‏ ,(لعت)نة + (بروع)ن > (2ال 
.7 جد ولهة ع وكآآ مو + ملاع وبر وولزة + ويد > 20 
من الغرض (”7) ونظرية )١(‏ » نرى أنه عندما تقترب (2.,*) من (ولا.و») يكون لنبايات 
الدوال د,ئ,لا./1 وجودء ألا وهى ونارى"رونا,ى/ا على التعاقب . وعليه فتكون نبهايتى 
الجرئين الحقيقى والتخيلى للدالة 
[(نز,ند) 1 (تزرتت)ية + (تزوند)آ(نزوءد)]ة + (طز,مت) !7 (تز ,مت - (بزود)نا (تزمع)ل -(ع)(2) ر 
هما ولاولا-ونآونا ,ولاونا + ولآن؟ على التعاقب وذلك عندما تقترب (<,*) من (ولرو*) ٠‏ 
وعليه فإن (2702)/ر يكون لا النهباية 
377 ع (ولآ ولا + ولأ و5)ة + ولاونا - وثآولا 
وذلك عندما تقترب 2 من م2 . وبهذا يكتمل برهان خاصية (©) . 
من تعريف النباية ترى أنه لكل 20 
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وج ح ‏ دنا 
2ه 


وذلك لأنه يمكن اعتبار م - 8 فى حالة ما إذا كانت 2 > (©)ر. وعليه فمن الخاصية (0) 
وباستخدام الاستنتاج الرياضى يكون 


...2 1ع من "وج ع ”2 نولا 
وكمثال آخر نقول إنه عندما يكون » عدداً مركبا ثابتا فإن 
.»© ع ء رونا 
ل 1 7 

من ذلك وعلى ضوء الخاصيتين (5) . (5) نجد أن نباية كثيرة الحدود 

(0 عويه) "جين 4 ٠.0‏ + 2ج يم + 42 + مه ع (2)م 
عندما تقترب 2 من ى2 هى قيمة كثيرة الحدود عند هذه النقطة » أى أن 
00 .(م2) - (م)ه سنا 


خاصية أخرى هامة للنبايات هى 
(8)إذا كان و« - اسار فإن مما ع اهارا 0 
والتى يمكن الحصول عل هاا امنهولة باستخدام التعريف والمتباينة 
أو« - #)ير| ك ااه |- !)را 
وفى الهاية نشير إلى أن نتائج هذا البند تستخدم فقط نقط المستوى المحدود . وا 
أشرنا فى بند (8) » فلن نعتبر نقطة اللانهاية إلا إذا ذكرنا ذلك صراحة . 


تمارين 
ع لكل من الدوال المعرفة التالية صف نطاق التعريف الممكن 
0 1 
حلب - هار ؛ رب )سعد - هار رب ع - رمال وانرمم ل حال 


الأجوبة :رام بلغدم ؛ رج معودع_ 
*" - هثل بيانيا نطاق تعريف الدالة 


اثبت أن (م)ر- )م وذلك مجميع 2 فى نطاق تعريف الدالة ؛ المبيئة فى معادلة (؟) من 
بعد رة) . 

* - اكتب الدالة 1+ + 23- (4)2 على الصورة (ر,ع) 19+ (زر,ك)ن - (2) . 

4 - ليكن (1)2-23 + 2-2-2 - 6)2 . باستخدام المتطابقات (4) لبند (*) » عَبَّر » ومن 
ثم بط . عن (©8 بدلالة 2 . 
الإجابة  :‏ 22 + 2ج 

ه - فى شكل (؟١)‏ اعتبر أن النقطة 2 تتحرك على الدائرة 2-2و +2 فى اتجاه مضاد 


1١ 


١ 
15 


16 


حل 
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لعقرب الساعة وذلك ابتدأءا من النقطة ىِ . صف المسار المناظر للنقطة 

بو تيو لذي يد عد 
لتكن ى2,ع,ه اعداداً مركبة ثابتة . استخدم 576 (1) من بند )١1(‏ لبرهان كل من 
0( ع -ه صر ؛ (ب) علدمقه -و+عم صر م املد تمع مدن +2 هخ ؛ 
ف 200 ا ؛ هم 20 12-2 زفق +1 - [ررج عه عا سال 08 
د 0-(ج/:2) 0 
برهن القضية (4) من نظرية (7)يند )١4(‏ 
أ ) باستخدام نظرية (١)إبند:(1١)|وكذلك‏ خواص نبايات الدوال الحقيقية » 
(ب) بالاستخدام المباشر لتعريف (75) بدد(1١)‏ للنهاية . 


ليكن «٠‏ عددا صحيحا موجباز(7)2 ,(0)2 كثيرات حدود حيث 0+(0)20 . استخدم 
نظرية (؟) بند(7١)‏ وكذلك النبايات المبرهة لإيجاد 


من 

)0 ده 

الأجو به : رأيكوع/1 ؛ رب :0'؛ 'رجم 20(/0)20)ط 

بوضع مهدع دوه ائبت أن وس - ار هنر إذا وفقط إذا كان مساك عش + ليا 
بفرض أن 88/60-0ل | برهن أن 206-0)/ض011 إذا أمكن إيجاد عدد 
موجب 38 بحيث 34 5 |(0)2| لجميع النقط 2 فى جوار ما يحوى 20 . 

فسر التقرير () من بند )١١1(‏ لكل من الحالتين الآتيتين : 

(1) 00« هى نقطة اللانهاية , 

(ب) النقطتان «,ىج كلاهما نقطة اللانهاية 

استخدم تعريفا للنباية متضمنا لنقطة اللانهاية لبرهان كل من : 

00 


1[ 5 
أ (0 ع مع) - صا ؛ زب صلا ؛ رج 
"2 ممه 


ولاج امم 


1 1 
0 دست وز ؛ - 322 وملا + 
ع ين الوم ا مالساي حا 


اثبت أن النهاية من نوع (5) لبند )١1(‏ تكون وحيدة 

برهن خاصية (8) بند )١9(‏ . 

لتكن الدالة («ونجعده) ونيس - (ج), معرفة على المستوى المركب بأكمله : 

(أ) إذا كان مع مسوء اثبت أنه يوجد عدد لانهانى من النقط > فى أى جوار للنقطة 
موغيث 12-8 . 

(ب) بين أن مما ليس ها وجود ( بما فى ذلك -ه ). 

تفسير آخر للمعادلة (5)2- هو ما يعرف بالمجال الاتجاهى 4114 76007 فى نطاق 

تعريف الدالة * . لكل نقطة (3,) فى نطاق تعريف الدالة تعين هذه المعادلة متجها »« 


م ركباته 0 ٠.‏ بين بمخططات بيانية المجالات الاتجاهية الممثلة بالمعادلاات 


أ م - با 0ت عاب 
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١8‏ - الاتصال واتسمدم» 
يقال لدالة ؟ أنبا متصلة ودو«هاغهم» عند النقطة م2 إذا تحققت الشروط الثلاثة الآنية 


مجتمعة : 
)20 الغباية (2)ر حسفا لما وجود » 
(1) (وتكر اا وجود ( أى أن 6 معرفة عند م2) » 
5 «مار- لسر 

لاحظ أن التقرير (؟) يتضمن بالفعل التقريرين )١(‏ » (؟) » ذلك أن الشرط (7) فى 
كينونته يفترض وجود القبم المعنية فى الطرفين . الشرط () يقرر أنه لكل عدد 
موجب م يوجدعدد موجب ثم بحيث 
فق ع > المع)/,- هارا طلما 6 > إمت- | 

يقال لدالة متغير مركب أنها متصلة فى منطقة # إذا كانت متصلة عند جميع نقط 
المنطقة © . 

إذا كانت هناك دالتان متصلتان عند نقطة » فإن كلا من مجموعهما وحاصل ضرببما 
دالة متصلة عند نفس النقطة ؛ م أن حاصل قسمة الدالتين يكون متصلا عند هذه 
النقطة بشرط أن يكون المقام مغايرا للصفر عند هذه النقطة . هذه الملامحظات هى نتائج 
مباشرة لنظرية (؟) بند )١7(‏ . لاحظ أيضاً أن المعادلة (1) بند )١(‏ تبين أن كثيرة 
الحدود دالة متصلة فى المستوى المركب بأكمله . 

دعنا الآن نبين مباشرة من التعريف (4) أن تحصيل الدوال المتصلة 
11105 كلنامنتنتاسى 01 ترولاأومم سه يكون بدوره دالة متصلة . وحتى نكون 
محددين » نفرض أن 6 دالة معرفة على جوار لنقطة ى* » ولنفرض أيضاً أن صورة هذا 
الجوار محتوى فى منطقة فى نطاق تعريف الدالة ع . وعليه تككون الدالة المحصلة [(2)/]و 
معرفة لجميع 2 فى هذا الجوار للنقطة م2 . إذا كانت الآن 6 متصلة عند 2 وكانت م 
متصلة عند (م2 » فإن الدالة المحصلة [(2)/]و تكون متصلة عند وه ؛ ذلك أنه على 
ضوء اتصال ع » نعلم أنه لكل عدد مؤجب ع يوجد عدد موجب 7 بحيث 

8 >|[0ة)ناو - [تار]وا طلما .> امعر- ترا 

لكن « يناظره عدد موجب 5 تتحقق معه المتباينة اليسرى أعلاه وذلك طالما كان 
8 > إوج -2| ؛ وهذا يبرهن اتصال الدالة المحصلة. 

من نظرية )١(‏ بند (1١)ءنتبين‏ أن دالة متغير مركب 6 تكون متصلة عند النقطة 
إولاءو») دن إذا وفقط إذا كانت كل من م ركبتيهاا سه دالة متصلة هناك . 
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من هذه النتيجة نرى » على سبيل المثال » أن الدالة (و-2) + 2و -(42 دالة متصلة 
فى المستوى المركب بأكمله وذلك لأن مركيتيها كثيرق حدود فى «,*« وهى بدورها 
متصلة عند كل نقطة (و,) . بالمثل الدالة (3ي22) وزو ؤ + لالاع- (2): دالة متصلة لجميع 
2 وذلك لاتصال كثيرات الحدود فى «رو وفى نفس الوقت اتصال كل من الدالة الأسية 
ودالة الجيب . 
خصائص عديدة لدوال المتغير اركب المتصلة يمكن استنباطها من الخصائص المناظرة 
للدوال الحقيقية المتصلة فى متغيرين حقيقيين"؟ , 
لنفرض على سبيل المثال أن الدالة (و,<؟ ؤ + (ز,<)ن -(2)؟ متصلة فى منطقة 8 مغلقة 
و محدودة]مالدالة|2[(بر,م] + :[(برم0 بي هى إذن متصلة فى 8 ومن ثم يكون ها قيمة عظمى 
عند نقطة ماء أو أكثر » من 2 . وهذا يعنىأن الدالة 6 تكون محدودة 464مده8 فى # 
وأن[()/] تصل إلى قيمة عظمى فى 8 . وحتى نكون أكثر تحديداً » فإنه يوجد عدد 
موجب 74 بحيث 


١‏ داهن الجسيع ء فى م6 
وأن -:|(2)/ر1 عند نقطة واحدة على الأقل فى 8 . 
ونتيجة أخرى يمكن الحصول عليها من نظيرتها الخاصة بالدوال الحقيقية فى متغيرين 
حقيقيين تنص على أن أى دالة 6 متصلة فى منطقة مغلقة ومحدودة © لابد وأن تكون 
منتظمة الاتصال ذنامسدتامم رلدمومءتهل] هناك ؛ وهذا يعنى أنه يمكن إيجاد قيمة وحيدة 
8 غير معتمدة على 20 » ومحققة للشرط (4) لجميع النقط ىة فى المنطقة 8 . 


5 - المشتقات وعم و12 


لتكن ؟ دالة يحتوى نطاق تعريفها على جوار للنقطة 2 . نعرف مشتقة عج«ننهلامر 
الدالة 6 عند النقطة ل » والتى يرمز ها بالرمز (م2)؛ » على النحو الآقى : 
0 0 
وذلك بشرط وجود هذه الهاية . يقال أن الدالة 6 قابلة للاشتقاق عامهنامءى ]1ن عند 
النقطة 2 إذا أمكن إيجاد مشتقتها عند م2 . 
إذا عبرنا فى التعريف )١(‏ عن المتغير المركب * بدلالة المتغير المر كب الجديد 
رو - 2 مذ 


)١(‏ لمثل هذه الخصائص المستخدمة هنا نشير على سبيل المثال إلى كناب ”*ون ذأباء21© 0ع56و9ل ةق“ 
رلضهكة .17/.2 0 و 1995102 .5.ى الطبمعة الثانية ص اتأليف 5-18"لم الاوز 
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0 
م6 «تال- نط نشالون - مور 
اي له وجود لجميع 
قم امد] الصغيرة صغرا كافيا . 

إذا اعتبرنا الصيغة (؟) لتعريف المشتقة . فإننا كثيرا ما نسقط الدليل تحت م2 
ونستخدم المقدار 

(مار - رعذ + 2) رع ١‏ 

الذى يشير للتغير فى (م)/ > «المناظر للتغير 06 فى المتغير 2 . و عليه فإذا كتبنا واس 
ليدل على (2)) » تصبح (7) على الصورة 
[فة --- 2 

افرض على سبيل المثال أن 2 -(2)؟ لكل له 2 مكو 

22 د مج عم عد 4-2 1 2 تاكلث مرزا 
42 ودعة ‏ 42 ومعده 

وذلك لأن عه +عة. كيرة حدرد فق عش 2 . وعليه فإن2 - يه/مه أو 22 - (ع)ا» 
خط 01 0 27]|-</ . هنا 
_ 2 - لمش + امد جع *اع|- ةإعه + تا _ 
وعندما تكون 2-0 » فإن جم - جدإسد ؛ وعليه تكون 0- فاه مهف امل 
إذا كانت نباية د/سحُ ها وجود عندما0 عوع فإن هذه النباية ( وحيدة القيمة ) يمكن 
الحصول عليها بأن نترك مم تقترب من الصفر بأية طريقة شكنا . إذا تركنا » على 
سبيل التخصيص ٠‏ يعم تقترب من الصفر خلال قيم حقيقية فإن مدع عد» 
ويتضح أن نباية عدرسم هى 2 +2. أما إذا جعلنا يه تقترب من الصفر خلال 
قم تخيلية صرفة فإن ممه- عدج وعليه تكون النهاية هىج ‏ 2 .و حيث إن أى نهاية 
وحيدة » فإنه يتبين لنا أن سل ليس لما وجود عندما ‏ 0عوجع ؟ و بالتالى 
فإن هم لا وجود فقط عند نقطة الأصل . 

هذا المثال يبين أن دالة ما قد تكون قابلة للاشتقاق عند نقطة ما ولا تكون قابلة 
للاشتقاق عند أى نقطة أخرى فى أى جوار لتلك النقطة . كا يبين المثال أيضاً أنه بينا 
تكون الأجزاء الحقيقية والتخيلية لدالة ما لمتغير مركب لها مشتقات جزئية متصلة لجميع 
الرتب عند نقطة ماء إلا أنها قد تكون مع ذلك ليست قابلة للاشتقاق عند هذه 
النقطة . ففى المثال *|2| - (2)ر قيد البحث » نعلم أن الأجزاء الحقيقية والتخيلية هى 

تبرج تعد ح (بز,جج)ية و 0 > (ترع)ة 

على التعاقب 
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لاحظ أن الدالة || - )م متصلة عند كل نقطة فى المستوى . وعليه فإن اتصال 
دالة عند نقطةما لا يستلزم بالضرورة وجود المشتقة عند تلك التقطة . إلا أنه » مع 
ذلك » توجد حقيقة واقعة تنص على أن : وجود المشتقة لدالة ما عند نقطة ما يستلزم 
0 اتصال هذه الدالة عند تلك النقطة . لبرهان ذلك » نفرض أن (م)؛ لا 
د . الآن 
لوه م ووز لفتألت لك مون - زلمم)ر - جهار] صخر 


00 
1 لمعا - (ارسنا 


وهو شرط اتصال 6 عند 20 0 


٠6‏ - صيغ الاشتقاق ودانصدءه"! صمتند نامع 1نم 


تعريفنا للمشتقة يطابق فى صورته تعريف مشتقة الدالة الحقيقية فى متغير حقيقى . 
وفى الواقع فإن صيغ الاشتقاق الأساسية المعطاة فيما يلل يمكن الحصول علييا من 
التعريف بالاضافة إل نظريات مختلفة عن النهايات وذلك باستخدام نة نفس الخطوات 500 
الأساس » المستخدمة فى حساب التفاضل لدوال المتغير الحقيقى . فى هذه الصيغ 3 
سيرمز لمشتقة الدالة 8 عند النقطة 2 بأحد الرمزين 6" أو به/[(م)/]ك وذلك حسها 
يكون أى الرمزين أكثر ملائمة . 

ليكن » عددًا مركبا ل للاشتقاق عند نقطة # . من 
السهولة إثبات أن 

42 
)000 2" - [(ع كاي لين 
وأيضاً 3 إذا كانت لمشتقى ادام 5.5 وجود فإن 
إفه ()"5 + () "> [(2)" + (قانا وج 
0 000 ممم - [( انا 
وعندما تكون ٠‏ فإن 
1 .2 17 - 01م 611 7 _ 42 
9 ال لد 


إذا كان ه عددًا صحيحا موجبا 


5 4 
١‏ د 2 
عند كل نقطة م . 


وهذه الصيغة صحيحة أيضاً عندما يكون « عددًا صحيحا سالبا وذلك بشرط أن 


تكون 0 عوج ٠.‏ 
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لاستنباط الصيغة (5) » مثلاً » نكتب 
(2)” - رعذ + ع)" - 17د ,(2)ر - رعذ + عار ع برد4 
إذن 
دس 3 هم + دمر )20 لعش + عد + عار 
لاحظ أن + متصلة عند 2 وذلك لكونما قابلة للاشتقاق عندها؛ وعليه 
فإن سه تؤول إلى الصفر عندم تؤول 2ه إلى الصفر . الآن يمكن الحصول 
على الصيغة (") وذلك فى ضوء نظريات النهايات للمجموع وحاصل الضرب . 
توجد أيضاً قاعدة السلسلة لمشتقة تحصيل دالتين . لنفرض أن الدالتين 6,ج قابلتان 
للاشتقاق عند النقطتين ع2,(م2)؟ على التتابع . إذن الدالة [2)]ع -(5)2 لها مشتقة عند م2 


ويكون 
)3 (2([11*)2)را'و - ع" 
إذا كتبنا (2)) - « ,(م)ع -/88 فإننا نلاحظ أن قاعدة السلسلة للدالة /5)20-19 تصبح 
سكلل يي 
و 


ولتوضيح ذلك دعنا نحسب مشتقة 222+15) . إذا وضعنا 222+1 -« ,5م-/8 فإن 
10 + )202 د مكقح ك(ز + قم2) بي 
لبرهان الصيغة (0) نختار ابتداء نقطة معينة 2 بحيث (وع)ثر الا وجود. ضع 
(20)؛- و" وافترض أيضاً أن (,«ى لها وجود . يوجد الآن جوار ما > |وس- | 
بحيث يمكننا تعريف الدالة الآتية » لجميع النقط « فى هذا الجوار » 
7 و(وما عو و6 سد - (ب)ة 


.0 ع بور) 0 
على ضوء تعريف )١(‏ بند )١4(‏ للمشتقة » نلاحظ أن 


23 0ع (م)ة سنا 


حيث أن ,)”لها وجود - ومن ثم فإن (2)/ تكون متصلة عند و2 - فإنه يمكننا اختيار 
عدد موجب 68 بحيث تقع النقطة 52 فى الجوار 8 >|م« - | للنقطة ه»« وذلك 
إذا وقعت ‏ فى الجوار 5 >|م2 - 2| للنقطة م2 . وعليه فإنه يحق لنا استبدال » فى التعبير 
(7) بالعدد (6)2 طالما كانت * نقطة فى الجوار 8 > |مج  ٠2‏ إذن باستخدام التعويضين 
©)؛ - «,(ىء): - #0 فإن التعبير () يؤول إلى 


(9© لعفت -2) ل لكر + [(مة)/ ]نو - 7201 -21) 911 


مج 
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حيث ‏ 8>[نء2-:0>|2» 
مع النص على أن م 2002 وذلك حتى لا يسمح لنا بالقسمة على الصفر . الآ 
؛ متصلة عند م2 ع © متصلة عند (م85)2-ى" وذلك بسبب المعادلة (8) وحقيقة أن 
0 > (#)©ه . وعليه فإن الدالة اللحصلة [(2)/]© 2-2١‏ تكون متصلة عند ىدو 
- ا(هاياة سر 
وبأحذ النهاية عندما تقترب * من ع » فإن المعادلة (9) تؤول إلى 
(2) 12011و - (,ع)"8 


تمارين 


١‏ - اتيب تأن الدالة *]2| - ()م, متصلة فى المستوى المركب بأكمله. 
" - استخدم نتائج بند )١8(‏ لإثبات أن مشتقة كثيرة الحدود 

(0غدمه ,1ك *2مه + ٠٠١‏ ل 2ج يه + ييه + وم ع (ج)ط 
ها وجود عند كل نقطة وبأن اده روم + ٠٠١‏ ل 2 و2 + رو س (و)نم أ 


*' - استخدم نتائج بند )١8(‏ لإيجاد (2)ثر عندها 
ثم 4+ع2- خ2ة- هار : رب تيه لد مر 
جي (1(/)22+1 -2) - 2)/ حيث 1/2 عدج 
2ج/[“22 +1] - (تر حيث 0غوع 
4 - بالتطبيق المباشر لتعريف المشتقة برهن أن +م/1- - (ت)"/ عندها تكون1/2 - (2)/ بشر ط 0 2 
© - استتبط صيغة (؟) من بند )١©(‏ 
1 - استخدم الاستنتاج الرياضى أو صيغة ذات الحدين ( تمرين (117) بند (؟) ). للحصول 
على صيغة (8) بند )١8(‏ لمشتقة هج عندما يكون 8 عددا صحيحا موجيا . 
»0 - عمم نتيجة تمرين (5) لتشمل الحالة التى يكون فيها 8 عددا صحيحا سالبا و 0عود. 
4 - طبق تعريف المشتقة لبرهنة أن (/ ليس ها وجود عند أى نقطة وذلك فى الحالة 
262 ع (تار. 
4 - برهن أن الدالة 2 -©)/ ليست قابلة للاشتقاق عند أى نقطة . 
٠‏ - بين ما إذا كانت الدالة ‏ م1 - (2)/ قابلة للاشتقاق عند أى نقطة ‏ 
١‏ - اثبت أنه إذا كانت الدالة ؛ متصلة عند نقطة م2 فى نطاق ها وكانت 0غ (م6/ 
فإنه يوجد جوار للنقطة 20 بحيث تكون 0 (2ر لجميع نقط هذا الجوار. 
اقتراح : صغ أولا المتباينة الأولى من التعريف (4) بند (0)للاتصال على الصورة 
7202| > اها - - 20)/اء حيث 2(|/2)/ | -ء, ومن ثم لاحظ التناقض الناجم عند فرض 
لل -(1)2 عند نقطة ما لأى جوار للنقطة م2 . 
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- إجر تعديلا لتعريف (4) بند (17) للاتصال ليتناول الحالة التى تكون فيها م حدمت 
افعل نفس الشىء عندما تكون -20)/ وأيضاً عندما تكون كل من 20 و (1)20 
نقطة اللانباية , ومن ثم بين أن كلا من الدوال الآتية متصلةعند كل نقطة فى المستوى 


المركب الممتد 
4 1 
,(م,معدع) 2 5 
37 0 
(6 -2) 0 
ص ,(م عد ]-ه/ر 
ب(ه دع) 58 


5 - معادلتا كوشى - ريماك كموأعمسيظ ممعسعنظ-رشعسهن عم 


لتكن 
)0012( (لارم)ناة + (جزو)ه د (م) ل 
دالة معرفة على جوار للنقطة 20 . 
فى هذا البند نحصل على شروط يتعين أن تحققها المركبات «,؛ وذلك حتى تكون الدالة 6 
قابلة للاشتقاق عند 20 . 

لنفرض أن المشتقة 
0 112 - لق 1 عت بن - 6 
هاوجود. بوضع ونزة + ون > و2 و برق : + بنة - قش نرى أن نظرية )١(‏ بند.(7١)‏ تعطينا 
9 لهال لعش تقل م8 اصن -[ع) ياع8 

2 


(0 ,0)+-ريرة ,جه ) 
0ل قد :كلا مز صئا -[(مت) /]سر 
42 (0 ,0) ره رعه) 
1 (,ت)1 - هذ + مال 
عذد 


((وناروعتاة - (نريش + ونز رعش ح+ وعنان]؟ د (ونزءوالة -- (زش + و طنش + 0ك ى 
5 برذ + جد 
إذا اعتبرنا التغيير0: + به - مث على وجه التخصيص . فإن النقطة ممه +0 تكون 
(ونررحة + .:) .( شكل ))١17(‏ ويكون 
(ولزءوتان - (ولزكة + 00 زر ب [(مع)ثير] 16 
عحة 0-جعه 
(وناروتاة - (ونتة ٠‏ 6 يرن - [زمع)”/] سآ 
عحة4 لمعه 


و هذا يعنى أن 1 
زفق «(ول[مع06)ير 10 + (ونز, )يلا عد 060 و 


الدوال التحليلية فى 
حيث (وؤزرى»)يه» ,لوز,م)ي؟ هما المشتقتان الجزئيتان الأوليان بالنسبة للمتغير « 
للدالتين ,م عند النقطة (ملارى») . 


وإذا اعتبرنا من ناحية أخرى التغيير يرج : +0 د عق وان النعطة جه + مل يكو وه ع مزج 
وفى هذه الحالة فإن وجود 12 يستلزم وجود المشتقتين الجرئيتين الاوليين 


(ول[و0 :)رول ٠‏ (ولزوة)ر2 9و أن 


(نزه + ور,م؟ 


(وزرعدة + م ولا .م 


)١١لكشر‎ 


© «(ولاوو»)رفلة > (ونزرون0ارت > (وع) نر 

المعادلتان (ه) » (1) لا تعطيان فقط صيغا لإيجاد (مم)ثم بدلالة المشتقات الجزئية 
للمركبتين «ا,؛ ؛ بل إنهما تمداننا فى نفس الوقت بشروط لازمة لوجود (مم)”ر. بمساواة 
الأجزاء الحقيقية فى أحد التعبيرين بنظائرها فى التعبير الآخر وبمساواة الأجزاء التخيلية فى 
أحد التعبرين بنظائرها فى التعبير الآخر » نجد أن وجود(مت)”ريتطلب 
زق4 ون[ )يرن - حت (ولزووع)رلة و (6[و )رت - (ونزوو )يرل 

المعادلتان (7) يطلق عليبما معادلتا كوشى حرعاك كمونادسيوء مممسعنظ-رطعسهم. 
واطلقت هذه التسمية على شرف كل من الرياضى الفرنسى أل كوشى تاعس رلانى 
١789(‏ - لاه18 ) الذى اكتشف واستخدم هذه المعادلات » والرياضى الالمانى 
ج.ف.اب. رعان مممصء:5.8.8. ( 1855-1895 ) الذى بين هما وضعا أساسياً 
فى تطوير وتنمية نظرية دوال المتغير المركب ٠‏ 

فيما يلى نلخص التتائج السابقة 

نظرية : نفرض أن الدالة«ر)م + (ر,)-(ع)رقابلة للاشتقاق عند النقطة م2 . 

إذن المشتقات الجزئية الأولى بالدسبة للمتغيرين »رو للدالتين »,+ لها وجود عند (ولاءى») 
وهى تحقق معادلتى كوشى - ريمان (/1) عند هذه النقطة ؛ كأ أن المشتققوج) ريمكن 
الحصول عليها بدلالة هذه المشتقات وذلك باستخدام أى من المعادلتين (8) أو (5) . 
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لتوضيح النظرية اعتبر الدالة 
و2 + غير غير د ثج > (عار 
بينا فى بند )١4(‏ أن هذه الدالة قابلة للاشتقاق عنذ كل نقطة ؛ فى الواقع م2 - (عكر 
وعليه فإن معادلتيى كوشى - ريمان متحققتان عند كل نقطة . ولتحقيق ذلك نلاحظ أن 
#وترد رعس و و2 و0 ..إذن 


.إن )يرن - ع بز2 - ع (بزج)رفة ‏ و(لار )ره ح ع2 ع (بزركد)يرلا 
وكذلك إذا استخدمنا أيا من المعادلتين (5) أو (5) نحصل على 
,2 - برها + :29 - (ع) الل 

حيث إن معادلتى كوشى - ريمان لازمتان للتأكد من وجود (مج)”م/ فهما كثيرا 
ما تستخدمان لتعيين نقاط تكون عندها دالة معطاة غير قابلة للاشتقاق . اعتبر على سبيل 
المثال الدالة2|2! - (2)/روالتى نوقشت فى بند )١5(‏ . فى هذه الحالة 0 > (زرد)ن 
2 + 2 - رورء)د و بالتالى فإن 22 - (ز,كايره ,0< ناكار بيه 29 - (زرذاين ,0د زوجادة 
لاحظ أن معادلتى كوشى - ريمان غير متحققتين فى هذا المثال وذلك فيما عدا الحالة 
التى يكون فيبا 0-ن-» . من ذلك نجد أن مشتقة الدالة قيد البحث لا يكون لها وجود 
عند 0غوجع . ويجب أن يراعى القارىء هنا أن النظرية السابقة لا تضمن لنا وجود 
(0"/؛ وعلى أية حال فالنظرية المعطاة فى البند التالى تعالج هذه النقطة . 


/١ة‏ - الشروط الكافية ومدهناتهممه امك ننه 

إن صحة معادلتئ كوشى - ريمان عند نقطة ما (ود,م»*)-0ى2 ليس كافيا ( أى 
لا يستلزم بالضرورة ) للتئبت من وجود مشتقة 6 عند هذه النقطة ( انظر تمرين (5) بئد 
(18) ) . إلا أننا مع ذلك يمكننا التحقق من وجود مشتقة لدالة ما إذا تحققت شروط 
اتصال خاصة وذلك على ضوء النظرية التالية 

نظرية : لتكن الدالة 
(«ر)مة + (رمم)» - (ع) ر 

معرفة عند كل نقطة من نقاط جوار ها ه لنقطة مخز +ى»*-,: ؛ ولنفرض أن . 
المشتعقات الجرئية الاولى للدالتين س,؟ بالدسبة للمتغيرين ,3 4 وجود فى هذا الجوار 
ومتصلة عند (مو.ى») . إذا حققت هذه المشتقات الجرئية الأولى معادلتى كوشى - 
ريمان عند (0ل.,ى) ٠‏ فإن المشتقة ل يكون فا وجود 


الدوال التحليلية فين 


للبرهان نكتب ابتداءرة ؛ + عش - عش حيث , > إعد| > 0 » ونكتب (,ت)/- (عة + من)/ - مث 
واضح إذن أن 


2 


حيتت 


صذ ١‏ + بنط ع برل 


,(ولار )نا - (نرك + ربز رعلظ + 0عن)نا - نظ 
00 “(ونزروكد)ن - (نزك + ولز بنش + مدان فق 
لكن على ضوء اتصال المشتقات الجزئية الأولى للدالتين ه,» عند النقطةلود.ن) يكون 
,#(نزة) + 2(جة)أيارة ع درط (ونز,م<)رها عد حظ (منزروء<)رلا ح بنذ 
#(رة) + 0ط ).ده + رط (وطزر جرت + معط (ونزرو مره ع مث 
حيث #8 , #8 تؤولان إلى الصفر عندما تقترب («رد,جه)» من (0,0) . وعليه 
ضف “(رة) + )اله + نزطا (ونزرن”)رنة + نذا (0لز,ن )يلا عه ببق 
[7(ز8) + #(تشال.ية + رط (ونزروعدرت + معط (ونز,مع)رم]ة + 
استخدام التفاضالات فى حساب التفاضل للدوال الحقيقية فى متغيرين حقيقيين بمكننا 
من برهان وجود التعبيرين )١(‏ بالنسبة لدالتين حقيقيتين هما مشتقات جزئية أولى 
00 
حيث إن معادلتى كوشى - ريمان متحققتان عند (ولارىه) » فإنه يمكننا استبدال (0لزمو )رق 
بالمقدار ‏ (وتز,م»«)ين- د (0له»كره بالمقدار (بررم»*)» فى المعادلة (*) » و القسمة على عد 
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لنحصل على 
4112 د 2لسسم) 4 
4 الف لتقا (وغة + ين) + (ولرم تيفط + (ملزءون) ييه 2 حك 
ن اعدا- *زرة) + #لدال 1 | شا تسفالد| 


وهذا يعنى أن الحد الأخير فى التعبير عن كلك فى (4) يؤول إلى الصفر عندما 
يؤول ممه إلى الصفر . وعليه فإن نباية العف الأيسر للمعادلة (؛) ا وجود 
ريكرة 0٠‏ [ ,)ير د (ونرع )يرلا > (20) 'ر 

لتوضيح النظرية اعتبر الدالة 
مت - رمال 

حيث بزومه 6# > (تز,ع) , بروزو م - (ريج)ن . يمكن أن نرى بسهولة أن شروط النظرية 

متحققة عند كل نقطة من نقاط المستوى المركب . وعليه تكون المشتقة ()!1 موجودة 

عند كل نقطة ويكون 


لس ا ا 1 1ت ا ا ا ا 2 
)١(‏ انظر على سبيل المثال كتاب **قنالناء1!ه© 0عم099 4ق“ تأليف 10 .1 الاوعولرو1 .1خ الطبعة 
الثانية , ص 1١651١‏ - 1655ل ص 5١4 5١”‏ ؟لاو١ا.‏ 


04 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


1 العم ع بر وأو “16 + بر ووه 6# ج (2) 
لاحظ أن ارد هار . 
وكتوضيح آخر . نرى مباشرة من النظرية أن الدالة 2|2| > (ت)ر لها مشتقة عند 
2-0» وفى الحقيقة فإن0 - 0: + 0 - (0)”/.و قد رأينا فى البندين )١5( » )١4(‏ أن هذه 
الدالة لا يوجد ها. مشتقة عند أى نقطة أخرى من المستوى ار كيد 


- ععادلتا كوشى - ريمان فى الصورة القطبية 
صعه"! عولو نأ كومتاهنو؟ مممدوء تا وطعب د عط 

نعرض النتائج الأساسية للبندين السابقين فى إطار الاحدائيات القطبية » وذلك 
عندما 20#*0 ٠.‏ باستخدام التحويلات الاحداثية 
)2 .0 هلو دصر ,0 ومع عير 

نفرض أن ©)1- م .الأجزاء الحقيقية والتخيلية للعدد المركب + - » سيعبر عنها 
بدلالة المتغيرين ادم أو المتغيرين «, 4 وذلك وفقاً على أى التعبيرين +2 أو 0 
للنقطة »* نعتمد . باستخدام قاعدة السلسلة لإيجاد مشتقات الدوال الحقيقية فى متغيرين 
حقيقيين ١‏ فإننا نتبين أن المشتقات الجزئية الأولى للدالتين «.؟ بالنسبة للمتغيرين 0.6 
تكون دوالا متصلة فى (0.) عند أى نقطة مغايرة للصفر إذا كانت المشتقات الجزئية 
الأولى هما بالنسبة للمنغيرين م , م دوال متصلة فى (6,) عند نفس النقطة » 
وبالعكس . بالاضافة إلى ذلك . فإن معادلتى كوشى - ريمان . (9) بند (15)ء 
تاخذان الصورة 
4 (و0 ,مره - (وقرو توا ير (6ماوة م - (م0بو ياب 
بدلالة الاحداثيات القطبية ؛ وإذا كانت » قابلة للاشتقاق عند 60,640 فإن 


فيه ١00و‏ - ا 

برهان هذ الحقائق يشكل محتوى التمارين () » (8) » (1) » من هذا البند . 

نذكر الآن نص الصيغة البديلة لنظرية بند )١17(‏ وذلك عندما 0عومتء 

نظرية : التكن الدالة... [00,مم)يمة + (م6 ومسا > (مماار 
(0,م)مة + (0,م)ن - (عار 

معرفة لجميع نقط جوار ما + للنقطة الغير صفرية “ممم سا ودء ولنفرض أن المشتقات 
الجزئية الأولى للدالتين د.؟ بالدسبة للمتغيرين , , م اا وجود فى هذا الجوار وبأنها 
دوال فى 0,0 متصلة عند 0,60 . إذا حققت هذه المشتقات الجزئية معادلتى 


الدوال التحليلية وه 


كوشى - ريمان فى الصورة القطبية عند 60..) » فإن المشتقة (,ت)”/ يكون ها 
وجود . 

توضيح هذه النتائج اعتبر الدالة 

ابوضتيح ات 0210 
لاحظ أن ع«زمومه- ©9,)ه و مرو هزه - رومن . ولاحظ أيضاً أن شروط النظرية 
هى بالفعل متحققة عند أى نقطة غير صفرية 2-7 من نقاط المستوى المركب . 
وعليه تكون الدالة قابلة للاشتقاق عند أى من هذه النقاط غير الصفرية . وباستخدام 
:الصيغة (7) ند أن , 1 

1 - يل - - (لبقا, , لبه - )"- - جار 


إقوا 


تمارين 


١‏ - استخدم نظرية بند )١6(‏ لإثبات أن (2)// ليس فا وجود عند أى نقطة وذلك إذا كانت 
2)/ هى 
نَم 2 ؛ صم رج ؛ رصم دمت و رن تبون 2 

؟" - استخدم نظرية بند ١1‏ والصيغة (8) من نفس البند لتبين أن كلا من ريبر و (ت)“/ا لها 
وجود عند كل نقطة من نقاط المستوى المركب . ثم أوجد كلا من (ير (”ر. وذلك 
لكل من الحالات التالية : 
ذل 2+ ماع هر باص ممم م- (ه)ر وص تمع (ت)ر ؛ 
د ط طملوع ملو ح بر طومء عر ومه ع (2)ر 
الأجوبة ب ارح ماكر ,(ما ل ع رع )ل ؛ رم ار ع عكر 

" - باستخدام نتائج البندين ١7. ١١‏ بين فى كل من الحالات الآتية متى تكون (2)”/رلها 
وجود ,2 ثم احسب قيمتها 
عاد هر ؛ م غبر م مد مر ؛ رج مساء - هار 
الأجوبة () *1/2- - )ثم حيث 2+0 

حة عوط + عار ءارب 0-(مر 

4 - استخدم نظرية بند )١48(‏ لاثبات أن الدالة "ممه - )و حيث0< م رز > 0ب 
قابلة للاشتقاق عند أى نقطة من نقط نطاق تعريفها وبأن [1/2)2- (2)/م. 

ه - إذاكانت *(1 يوز - تعد - (2) 1 فإن 32 > (بزبو يرم اد (بز رورم . 
علل اذا تكون ‏ >رو-(م)”ر 0 عبد نقطة وحيدة هى/ اح ؟ 

5 - اثبت أن الدالة ا ا 


2 حمر 
,(0 دع) 0 


إن المتغيرات المركبة وتطبيقات 


غير قابلة للاشتقاق عند 2-0 رغم تحقيقها لمعادلتى كوشى - ريان عند هذه النقطة . 
اقتراح : استخدم تعريف )١(‏ من بند )١4(‏ للمشتقة ثم اجعل 2 تقترب من 
الصفر خلال مسارين مختلفين أحدهما أحد المحورين والآخر الخط المستقم <- 89 . 
/ - استخدم التحويل الاحدائى )١(‏ , من بند )١4(‏ » أو معكوسه وكذلك قاعدة السلسلة 
لإيجاد مشتقات الدوال الحقيقية لمتغيرين حقيقيين للحصول على الصيغ 
,0 مق مط - 0 ومه مين 
مه رن + 6 لماو مسرن 
وكذلك على صور ممائلة لكل من .ن؟ . استنتج أن المشتقات الجزئية الأولى للدالتين 
.0 بالنسبة للمتغيرين ««.لا تكون دوال متصلة فى (9,«) عند أى نقطة غير صفرية إذا 
وفقط إذا كانت المشتقات الجزئية الأولى للدالتين د,؛ بالنسبة للمتغيرين م 8 دوال 
متصلة فى (0,0 عند نفس النقطة . 
م24 استخدم نتائج تمرين (/) للحصول على الصورة القطبية (؟) . من بند )١8(‏ , لمعادلتى 
كوشى ريمان . (/ا). بند )١5(‏ 
اقتراح : حول المعادلات يب جيه ره > ' إلى 
1 
,8 ملو (مج) - 0م (,1- 6 
م" , 
1 / 
,8 65> سدم ع)- ح 8 وزو (.- م( 
م 7 
٠ 8‏ استخدم نتائج تمرينى () و (8) وكذلك الصيغتين (ه)و (5) من بند )١5(‏ للحصول 
على الصورة القطبية (*) بند (14) لمشتقة (د)ر عند 20. 
048- الدوال التحليلية ممو عمد عنترولوم4م 
يمكننا الآن تقديم مفهوم الدالة التحليلية ومناءمد؟ أناراومله. يقال لدالة ٠‏ لتغير 
مركب : أُتَا تحليلية عند النقطة مهإذل كانت مشتقتها موجودة ليس فقط عند النقطة ,» ١‏ 
بل عند جميع نقط جوار ما للنقطة و2 . ويقال أن 6 تحليلية فى منطقة # إذا كانت تحلياية 
عند كل نقطة من نقاط 8'.' 
الدالة 2|2| > (عار مثلا دالة غير تحليلية عند أى نقطة . وذلك لأنها قابلة للاشتقاق 
عند نقطة واحدة فقط وهى 2-0 ( انظر بند )١5(‏ ) . 
إذا كانت ؟ دالة تحليلية فى منطقة 8» فإنه يوجد حول كل نقطة “ من 8 جوار يمع 
فى نطاق تعريف 6 . وهذا يعنى أن 2 لابد وأن تكون نقطة داخلية لنطاق تعريف الدالة » 
وعليه فإن الدوال التحليلية تكون معرفة دائماً على نطاقات ( ارجع لبند (7) المعرفة 
* نشير إلى أن لفظ عننام:10108510 يستخدم فى بعض المراجع كبديل للفظ ع1 زاهسه . وعليه فإن لفظ تحليل 
لدينا سيعنى أيا من اللفظين المترادفين . 


الدوال التحليلية باه 


الفرق .بين هذه التعريفات ) . وعلى أية حال » فإذا ذكرنا على سبيل المثال أن م دالة - 
تحليلية على القرص المغلق 1 2|5| . فسيكون مفهوما ضمنيا أن 6 دالة تحليلية على نطاق 
عتوى هذا القرص . 

يقال لدالة أنها شاملة ع,زام5إذا كانت هذه الدالة تحليلية عند كل ثقطة من .نقط 
المستوى . وحيث أن مشتقة كثيرة الحدود لا وجود عند أى نقطة » نستتتج أن أى 
كثيرة حدود تكون دالة شاملة 
إذا كانت دالة ما ليست تعليلية عند نقطة ى# وكانت فى نفس الوقت تخليلية عند نقطة ما 
من نقاط أى جوار يحتوى 2 » فإننا نسمى م2 نقطة شاذة هنهم موادههة ؤللدالة ( أو 
نقطة شذوذ رانروابومزؤ للدالة ) . لاحظ مثلاء أنه إذا كان (0عدج) +- هر 
فإن 00 - )م وعليه فإن؟ تحليلية تكون عند كل نقطة فيما عدا عند ه6-#م 
حيث الناله عر شرف أجلت تن هذا بم أ 26 نقطة شاذة لتلك الدالة . ومن 
ناحية أخرىءالدالة 2إء|- (تكر ليس لما نقط شاذة . وذلك لأها ليست تحليلية غند 

شرط ضرورى - وليس بأى سبيل كاف حتى تكون دالة ما تحليلية فى نطاق م« 
هو بطبيعة الحال اتصال ؛ على (! بأكمله . 6 أن وجوب تحقيق معادلتى كوشى - ريمان 
هو أيضاً شرط ضرورى ء إلا أنه ليس بكاف . والنظريتان فى بند )١7(‏ وبند (14) 
تمداننا بشروط كافية حتى تكون الدالة تحليلية على داء 

صيغ الاشتقاق الواردة فى بند )١5(‏ تمكننا من الحصؤل على شروط كافية مفيدة 
أخرى حتى تكون دالة ما دالة تحليلية . وحيث إن مشتقة حاصل جمع أو حاصل ضرب 
دالتين له وجود طالا كانت كل من الدالتين قابلة للاشتقاق » فإننا نستنتج أن حاصل 
جمع أو حاصل ضرب دالتين كل منهما تحلي تحليلية فى 2 هو دالة تحايلية فى 8 . وبالمثل 
حاصل قسمة هاتين الدالتين هو دالة 2 تليلية فى ه بشرط أن الدالة فى مقام القسمة 
لا تأخذ القيمة صفر عند أى نقطة من نقاط © . وعلى وجه التخصيص فإن حاصل 
القسمة (2(/0)2)م لكثيرق حدود . يكون دالة تحليلية فى أى نطاق لا تنعدم فيه (0)2 

من قاعدة السلسلة لمشتقة تحصيل دالتين ( بند ))١86(‏ نجد أن تحصيل دالتين 
تحليليتين هو دالة تحليلية . وحتى نكون أكثر تحديداً » إفرض أن (: تحليلية فى 8 وأن 
)م تخليلية فى نطاق يحتوى مدى ؛ . من هذا نجد أن الدالة المحصلة [(2)/]و تكون دالة 
تحليلية فى « . 


لين المتغيرات المركبة وتطبيقات 


لتوضيح ذلك اعتبر الدالة الشاملة 620-22 . وفقا تمرين (4) بند )١8(‏ » تكون 
الدالة 


)0( 8>2>ج- ,0< 2ل ول. - (2)و 

تحليلية عند كل نقطة من نقاط نطاق التعريف البين والذى يتكون من جميع نقط 
المستوى فيما عدا نقطة الأصل أو أى نقطة على الجزء السالب من المحور الحقيقى 

وحتى بمكن تكوين الدالة المحصلة [()5إع » فإننا نكتفى الآن بنطاق تعريف 2 للدالة 6 

بحيث يكون مدى ؟ وفقا لهذا التحديد - محتوى فى نطاق تعريف م . أكبر نطاق تعريف 
ممكن 8 له هذه الخاصية هو 2/> 6 > 2/2- ,0 <م ؛ أى النصف الأيمن للمستوى مع 
استبعاد جميع نقط ا محورالتخيل . ويمكن برهنة ذلك بسهولة إذا اعتبرنا الصورة القطبية 


0 جم > (ج)ر 

مع بملاحظة أن > 20 > #- عندما 2إج > 60> 2/2- . من ذلك نرى أن الدالة [(4)2اع 
تكون تحليلية عند أى نقطة > بحيث 0<جهج . وبطبيعة الحال نجد من )١(‏ » (؟) 
أن - اهماع عند مثل هذه النقطة . 


”>٠‏ - الدوال التوافقية كممناءمبظ عتممسعدتا 

يقال لدالة حقيقية - أى ذات قم حقيقية - 8 فى متغيرين حقيقيين »رو أنها دالة 
توافقية 110001 فى نطاق معطى من المستوى «« إذا كان هذه الدالة مشتقات جزئية 
معضيلة أولى وثانية و محققة لمعادلة لابلاس دوزاديانء 6'"5ءةامور1 التفاضلية الجزرئية الآتية : 


ابلق 0 ع (نر )يرا + (لزوت)مية/ 

وذلك عند كل نقطة من نقاط النطاق . سنبرهن الآن أن المركبتين «.» لدالة تحليلية 
ريع + ره 2 فى نطاق <1ء هما دالتان توافقيتان فى هذا النطاق . وبرهان ذلك 

ى معرفة نتيجة سنقوم ببرهانها فيما بعد وذلك فى بند (57) من الباب الخامس . 

وتتص ره هل الت فل أل دا كانت قالة سي تركب دالة ملي علد نقطة .»ف 
كلا من الجرئين الحقيقى والتخيل هذه الدالة له مشتقات جزئية متصلة لأى رتبة عند 
هذه النقطة . 

حيث أن 6 تحليلية فى نطاق ما 8.» فإن المشتقات الجزئية الأولى لمركباتها تحقق 
معادلتى كوشى - ريان عند كل نقطة من نقاط 8 » أى أن 


زفق بن ل عرلة ١‏ ور ح برلا 
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وبأخذ مشتقات الدوال فى (9) بالنسبة 0 نحصل على 


زفق .بير حت يررك و2 7 يريرلا 
م ٠‏ يعطى 
إحق ريرح حت بورلا ر وررل ح- برقا 


حساب 
خضل 


9 
1 


والآن فإن اتصال المشتقات الجرئية المعنية يسمح لنا باستخدام نظرية فى 
التفاضل للمتغيرات الحقيقية” ١‏ و عليه فإن برل ح بررلة .بره > عدر من ثم فإننا 
من معادلتى (9") و (5) على 
> (لاعا)ررة + («)مية او 0 ح (لاءكة)ررلا + (ن )برلا 

ثما سبق نجد أن إذا كانت (ر,ح)؟ + (ر.ى)ن - )6 تعليلية فى نطاق » فإن مركبتيها 
لا تكون دالتين توافقيتين فى النطاق 12 . 

إذا كانت ه.؛ دالتين توافقيتين فى نطاق ما (1 وكانت مشتقاتهما الجزئية الأولى محققة 
لمعادلتى كوشى - ريمان فى النطاق 12 , فإننا نقول إن ؟ مرافق توافقى 
عا نوسزمم عتومصمع1].للدالة ٠‏ . 

من الواضح إذن أنه إذا كانت (د.:<)اذ + رو,وا)ن -()] دالة تحليلية فى نطاق ما( » فإن 
؟ تكون مرافقا توافقيًا للدالة «دوعكس ذلك صحيح بمعنى إنه إذا كانت + مرافقا توافقيا 
للدالة «ه فى نطاق ما( ء فإن الدالة (بورير)را+ روء)ن )1 تكون تحليلية فى « . وهذاق 
الواقع ينتج مباشرة من النظرية الواردة فى بند )١7(‏ . وعليه فإن الشرط الكافى واللازم 
حتى تكون (د)مة + (ر,)» - (2)تردالة تحليلية فى نطاق 0 هو أن تكون + مرافقا توافقيا 
للدالة ى فى النطاق م0 

يحب أن نلاحظ جيدا أنه إذا كانت ٠‏ مرافقا توافقيا للدالة ‏ فى نطاق ما فليس معنى 
ذلك على - وجه العموم - أن تكون « مرافقا توافقيا للدالة ؛ فى نفس النطاق.و لتوضيح 
ذلك ٠‏ اعتبر الدوال 

شير - * - (برونة و »2 > (رزرت)ن 

حيث أن هاتين الدالتين هما الجزءان الحقيقى والتخيل , على التعاقب ٠‏ للدالة الشاملة 
8 -2)؟ » فإن ؟ تكون مرافقا توافقيا للدالة» فى المستوى بأكمله . ومع ذلك فإن ن 
لا يمكن أن تكون مرافقا توافقيا للدالة ٠»‏ » وذلك لأنه على ضوء النظرية الواردة فى بند 
)١5(‏ فإن الدالة (2م-22) + و2 ليست تحليلية عند أى نقطة . ونترك كتمرين برهان أنه 
إذا كانت الدالتان ب,؟ كل منهما مرافق توافقى للاخر ء فإن كلا منهما تكون دالة ثابتة 
( تمرين(8)من هذا البند ) . 


الساالل سس ص سس 6س سي 
)١(‏ انظر على سبيل المثال كتاب **5نالناء091) 409980“ تأليف 1 .11 للا رعوالزة1 .1.ى طبعة 
ثانية ص 5١4‏ - 5١5ل‏ الموزا. 
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وعلى أية حال » فإنه إذا كانت « مرافقا توافقيا للدالة ‏ فى نطاق 8 » فإن »- 
تكون مرافقا توافقيا للدالة » فى النطاق 8 والعكس. وذلك لأن الدالة 
(وب؟ + ره -1)0 تكون دالة تحليلية فى 2 إذا وقد إذا كانت 
(0)لة - (برع)ن - (ت)ز-دالة تحليلية فى « . 

سنبرهن فيما بعد وذلك فى بند (7) من الباب الثامن أنه إذا كانت ها دالة توافقية في 
نطاق من نوع خاص ( على وجه التحديد نطاق بسيط الترابط  )‏ فإن » يكون غادائماً 
مرافق توافقى . وعليه فإن أى دالة توافقية فى مثل هذا النطاق تمثل الجزء الحقيقى لدالة 
تحليلية ونضيف أنه إذا كانت «رن مرافقين توافقيين للدالة س فإن ور يكون دالة ثابتة 
( تمرين )٠١(‏ من هذا البند ) . 

نوضح الآن طريقة للحصول على مرافق توافقى لدالة توافقية معطاة . واضح أن 


الدالة 

)2 برتير3 - دير ح (ر ,)ل 

دالة توافقية فى المستوى «م بأكمله . وحتى نحصل على مرافق توافقى (ري)د هذه الدالة 
نلاحظ أن 


,لزيد6 اح (نزوكة)يرلة 
وعلى ضوء الشرط ر١-,ه‏ » فإنه يمكننا أن نخلص إلى 
1 .6 - ح (بزوبد)ره 
بإجراء تكامل الطرفين بالنسبة للمتغير و مع اعتبار » ثابتة » نجد أن 
زفة4 )و + ع3 - ع (بز,مة)ة 
حيث #ه دالة اختيارية فى »« . ومن تحقق الشرط »وه فإن المعادلتين (0) » (1) 
تعطيان 


تبرق د 2برق - تبرق 


وعليه فإن” تبرق - وو ء أى أن » + تبد- )م حيث » ثابت حقيقى اختيارى . ومن هذا 


نرى أن اإداله م + غرور3 - ثير ع (نزرد)ن 
مرافق توافقى للدالة (5,*)ن . وتكون الدالة التحليلية المناظرة هى 
(49 .م + تور - قيرز ب برقيرق - ذير ع (2) 
ويمكن التحقق بسهولة من أن 
.ل + ذم ع رار 
وهذه الصورة مستوحاة من الحالة التى يكون فيها ه-و»حيث تؤول المعادلة (7) إلى 
بن + قيم: - وار 
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تمارين 


١‏ - برهن أن كلا هن الدوال الآتية دالة شاملة 
0( 0د - برق)ة + برح ع3 > (2)/ر ‏ 4؛ ‏ (ب) بر طملوع ومع 2 ل بر طقمه ع ملو 2 زر ؛ 
جم عمد - مر 4 م «سمعسورة تم د هار 
*' - برهن أن كلا من الدوال الآتية ليست تحايلية عند أى نقطة 
دس هر 4 اب علوت > (ج) ل 
“" - اوجد النقاط الشاذة لكل من الدوال الآتية . واذكر فى كل حالة لماذا تكون هذه النقاط 
هى النقاط الوحيدة التى تكون عندها الدالة غير تحليلية ؟ 
2+1 الى واج 0 5 200 
يق 1 + قم)ج + ب 6 ؟؛ رجم (2 +22 + 2ج): >2 لدي) 
الأجوية : 9 1+ ,0 دم ؛ بم 7+]- 2 دع 
4 - برهن أن الدالة .مد ريم حيث 0< ررم >8 -.0 دالة تحليلية فى نطاق المشار إليه » 
ومن ثم برهن أن الدالة الحصلة1 + *2)ى تكون تحليلية فى ربع المستوى 0< بريه < ير . 
8ه - اثبت أن الدالة مذ + مهما - 2)ع حيث 0د, و 2 .8 --2/- وعلما بأن اللوغاريم 
' المستخدم هو اللوغاريتم الطبيعى . تكون تحليلية فى نطاق التعريف البين . واثبت أن ٠‏ 
: 2 > (2)وفى هذا النطاق ؛ ومن ثم بين أن المحصلة(: + 2 - 6)22 تكون تحايلية فى النطاق 
٠‏ 


2-1 
٠:‏ اذكر لماذا يكون تحصيل دالتين شاملتين دالة شاملة 9 واذكر أيضا اذا يكون أى 
ارتباط خطى نمه سلطصو عدعمذءاز,)ول + راك لدالتين شاملتين . حيث »,ى ثوابت 
مركبة . هو بالتالى دالة شاملة ؟ 
0 - فى كل من الحالات الآتية بين أن س دالة توافقية فى نطاق ها . ثم اوجد فى كل حالة 
مرافقا توافقيا + للدالة دا . 
(أ (ير- 1)ي2 ع (تزعر)ي 6 (ب) 2ر3 سد قير 2 ع (ز,بر)ية 4 
عر صلذع طملو - (يزع)ي ك ‏ 232 ١‏ (2ير سس 2ير) يرح (مزيبر)يد 
الأجوبة م6 بر + خير - 2ير > (بز,ي)ة 4 رج .برومة ع طومه ح (بز عر 
4 - اثبت أنه إذا كانت كل من ه,؟ مرافقا توافقيا للآخر فى نطاق ما . فإن كلا منهما لايد 
وأن تكون دالة ثابتة . 
- لتكن 6 تككون دالة تحليلية فى نطاق ما 2 . “برهن أن م تكون دالة ثابتة إذا كان 
ل( تيرهى أيضاً دالة تحليلية فى 8 » 4 
(ب)|(2)/ | دالة ثابتة لجميع 2 فى 2 ء 
(ج) ؛ دالة ذات قم حقيقية لجميع 2 فى 2 . 


250 


و- 


م5١‎ 


5 


ا 
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بين أن الفرق بين أى دالتين كل منبما مرافق توافقى لدالة معطاة فى نطاق ما هو مقدار 
ثابت . 
لتكن .(,.)من -+ (6 ,0 - (2)ر دالة تحليلية فى نطاق 8 لا يحوى النقطة 2-0 . باستخدام 
معادلتى كوشى - ريمان فى الصورة القطبية ( بند (18) ) ء اثبت أن الدالة د تحقق 
الصورة القطبية 

0 - (8 ,)ووه حل ( رجفا حل (0رم)مرا تر 
لمعادلة لابلاس لجميع نقاط 8 . وبين أن الدالة ؛ تحقق أيضاً الصورة القطبية لمعادلة 
لابلاس على 2 . 
اثبت أن الدالة مهم.! - (0,ع)ناتكونتوافقية فى التطاق .2 >0 >0 ,0<, 
١‏ انظر تمرين ))١1(‏ , ثم اوجد مرافقا توافقيا لها ء 
لتكن (د,)؟1+ (د,»«)ن - (6)2 دالة تحليلية فى نطاق ما «1 واعتبر عائلات المنحنيات 
المستوية 1»-(5,«)ن ,2»-(5,)؟ حيث 2,1 ثوابت اختيارية . برهن أن هذه 
العائلات متعامدة . وبشكل أكثر تحديدا , اثبت أنه إذا كانت (30.م») -20 نقطة 
مشتركة لمنحنيين معينين وع-(3,غ)نا ,رع -(1.:)؟ وكان .0عو(20)// »> فإن 
المماسين فذين المنحنيين عند النقطة (مز,ى») يكونان متعامدين . 
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4 - ائبت أن عائلات المنحنيات المستوية © > (,ه ,2 > (3,ع)؟ لمركبتى الدالة 
20-2 هى المنحنيات المبينة فى شكل )١7(‏ . لاحظ أن تمرين ١"‏ ببين تعامد هاتين 
العائلتين . المنحنيان 0 > (3,»)ن ,ه - (0,5؟7 يتقاطعان فى نقطة الأصل وهها مع ذلك 
ليسا متعامدين ؛ بين لماذا تكون هذه الحقيقة متفقة مع النتيجة المعطاة بتمرين )١8(‏ . 

65 - ارسم مخططابيانيا لعائلتى المنحنيات المستوية للمركبتين دا,؟ للدالة 1/2 2)/ر ولاحظ 
خاصية التعامد المشار إليبا فى تمرين )١"(‏ . 

- حل تقهرين )١8(‏ مستخدما الاحدائثيات القطبية . 

١١‏ - ارسم مخططا يبانيا لعائلتى المنحنيات المستوية للمركبتين هر للدالة (1 + 2/2 -ع) - (هر 
وبين كيف يمكن توضيح نتائج تمرين )١(‏ فى هذه الحالة . 


بف لالثالث 


دوال بسيطة ‏ دممناءمد؟ «ممامعصواظ 


فى هذا الباب سنستعرض غددا من الدوال البسيطة التى سبق للقارىء دراستها 
كدوال للمتغيز الحقيقى وسنقوم بتعريف الدوال المناظرة للمتغير المركب . ولكى نكون 
أكثر تحديداً » فإننا سنقوم بتعريف دوال تحليلية لمتغير مركب + بحيث تؤول هذه الدوال 
للدوال البسيطة المناظرة المألوفة للمتغير الحقيقى عندما تكون 19+«-# . وسنقوم أولا 
بتعريف الدالة الأسية للمتغير المركب ثم نستخدمها بعد ذلك لتعريف دوال أخرى . 


9١‏ - الدالة الأسية ومتاعصب؟ أوأامعمممظ ع1 


إذا كان المطلوب تعريف دالة ؛ للمتغير المركب 99+ «-2 بحيث تؤول هذه الدالة إلى 
الدالة الأسية المألوفة للمتغير الحقيقى عندما يكون 2 عددا حقيقيا » فإن هذه الدالة لابد 
وأن تحقق العلاقة 
)0 ع (10 + بور 
لكل عدد حقيقى « . حيث أنه من المعلوم أن 

حمس برل | (جه )0 

لكل عدد حقيقى » » فمن الطبيعى أن نتطلب أن تحقق الدالة 6 الشروط التالية : 
١‏ ؟ تكون دالة شاملة ( أى أنها تحليلية لجميع نقط المستوى المركب ) لكل عدد 
(') مركب + يكوث (هاز- (6, 

الدالة ؛ المعرفة بالمعادلة 
زه نز ضاة 16 + برومه 8ه سد (2) ل 
لكل عدد مركب «ذ+*-2 تحقق الشروط »)١(‏ (7). ويجب ملاحظة أنه عند 
حساب «ومه ,لإ«لء فمن المتفق عليه أن تكون و مقيسة بالتقدير الدائرى . من الممكن 
تبيان ( تمرين )١5(‏ من بند (77) ) أن الدالة 6 » المعرفة كا فى (8) » هى الدالة الوحيدة 
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التى تحقق الشروط )١(‏ » (5) » وبالتالى فإننا نكتب 
تت ع زمار 
بذلك تكون الدالة الأسية للمتغير المركب 2 معرفة لكل عدد مركب « كالتالى 
زفق .(رهذة : + رومه)ت6 ع تع 
وا ذكرنا أنفا فإن هذه الدالة تؤول إلى الدالة الأسية المألوفة للمتغير الحقيقى وذلك 
عندما تكون م-بو» وهى كذلك دالة شاملة » و تحقق الصيغة الاشتقاقية 
زفق كلت 
لكل عدد مركب 2. 
ويجب ملاحظة أنه عندما يكون 2 هو العدد التخيل 18 فإن المعادلة (4) تصبح 
.4 هنو + 6 وم ع لاج 
وهذه هى صيغة أويلر السابق ذكرها فى بند (0) . من هذا يتضح أن تعريف الرمز “م 
المذكور انفا فى بند (0) يكون متسما مع التعريف (4) من هذا البند . 
فيما يلل سنتفق على أنه عندما تكون #/1 >2 ء فإن قيمة © هى الجذر النوفى الموؤجب 
للمقدار » المعطى بالمعادلة (4) » أى أن »لم هى عل . وهذا تمايز عن الاتفاق ( بند 
(5) ) الذى يتطلب منا عادة أن نفسر 1/8» على أنه أحد الجذور النونية للمقدار ». 
أخيراً » يجدر بنا الإشارة إلى أن - وهذا من قبيل التسهيل فقط - #مءه قد تكتب 
أحياناً للدلالة على م . 


- خواص أخرى للدالة الأسية 


التعريف 

دق (نرثة أ + بر ومه)”م ح عم 

للعدد المركب © يعطينا مباشرة الصيغة القطبية له كالتالى : 

زهية (© ملو + و ومء)م ع تع 1 

حيث ررد و ,م عام من هذا ينتج مباشرة أن مقياس العدد © هو م » كا أن و تمثل سعة 
لهء أى أن : 

22 اسرد كع وعة 0 جم د إعع| 


بإستخدام التحويلة #ع-س » فإننا نجد من تعريف )١(‏ أن أى نقطة غير صفرية 
فق (© هو + م ومع)م ع بور 


دوال بسيطة ب 


تكون صورة العدد 
زفق ْ : + مهمآ - ع 

حيث همة هو اللوغاريتم الطبيعى ( أى بالنسبة للأساس ») . ولتوضيح ذلك »ء دعنا 
نبحث عن العدد المركب « الذى يحقق المعادلة 1--#م . حيث أن (4) هى الصيغة 
القطبية للغدد 1- عندما 1 > م (... ,2+ ,21 ,5-0) 20# + » - فم » فإنه ينتج من (5) 
0 يكون حلا للمعادلة 1 . 
حيث أن -|#|و 0< لكل عدد حقيقى »«فإنه ينتج أن 0 <|تم| لكل عدد 
مركب 2.إذن 
3( 0و لكل عدد مركب #. 
وهذا ب يعنى أن النقطة م -» لا يمكن أن تكون صورة لأى نقطة فى المستوى المركب 2 
بالتحويلة عدم ٠.‏ بهذا نكون قد أوضحنا أن مدى الدالة الأسية هو المستوى المركب 
بأكمله عدا نقطة الأصل . 

ويجدر بنا الإشارة إلى أنه يجب ملاحظة أن أى نقطة فى مدى الدالة الأسية تكون فى 
الحقيقة صورة لعدد لا نهافى من نقط المستوى المركب + . وهذا راجع إلى أن تعريف 
(1) للدالة الأسية يوضح أن أى نقطتين من نقط المستوى المركب يكون هما نفس 
الصورة وذلك إذا ما تساوى جزاهما الحقيقيان وكان الفرق بين جزئيهما التخيليين 
مضاعفا صحيحا للمقدار »2 . وهذا يعنى أن الدالة الأسية تكون دورية 
عنلولءط » دورتها تخيلية ومقدارها 22 : أى أن لكل عدد مركب 2# يكون 
202 تح أعة دعق 

إذا ما قصرنا نطاق تعريف الدالة ت#غ على الشريحة» ك 2 1:0 > +( شكل )١18(‏ ) فإن 
الراسم #»-» يكون تناظرا أحاديا . أى أنه إذا كانت « أى نقطة غير صفرية صيفتها 
القطبية (© هلة: + © ومه6)م ح مز حيث «اوته - © فإن النقطةمة + مومآ- :2( وذلك 
حسب معادلتى (4) » (5) ) هى النقطة الوحيدة فى الشريحة التى صورتبا النقطة » . 
وفى الحقيقة فإن هذا الراسم يكون تناظرا أحاديا طالما كان نطاق تعريف الدالة مقصورا 
على أى شريحة 28 +وارك م هط > مق 

ويجدر بنا التتويه إلى أن الخاصية الجمعية للذالة»أى 
(4) (ي2 +تيج) و > (يج وءرء)(رج وءده) 
ا ا ا روات حر لي را اير 
إذن ل ا , (,ه سنو م + رف ومع)رم ع يع مع 


در 5 )© صلة غ +43 ومه)وم > رج ويه 8 
من المعادلة (5) بند ه لحاصل صرب عددين مركبين فى الصيغة.القطبية ينتج أن 
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[(وة + يف هنه1 + (وق + ره) ومع ]وميم > (رة جدعاز,2 وعت) 
.[(وبر + يبر هذه 1 + (وبر ج إجر) وون] تتنع سر 


شكل (6م١)‏ 


وحيث أن سخسمس سوسم 0, روج ردس (ربر+ ,)1 + يد + رد فإننا نكون بهذا قد 
أثبتنا العلاقة (8) . ويجب مُلاحظة أننا قد حصلنا على العلاقة (8) فى بند (ه) وذلك فى 
الحالة الخاصة التى يكون فيها كل من دوه تخيليا . 

بإتباع نفس الأسلوب بمكننا بسهولة إثبات أن 


2 لاع 
)53( لوك - ر2) اع حر و2 لاع 
من هذه العلاقة الأخيرة وحقيقة حقيقة أن! ك ”م ينتج مباشرة أن #-م- دمن . كذلك 
يمكن بسهولة إثبات صحة المتطابقة الهامة 
)000 .61,2 د “060 
تمارين 
3 البت أن نا 
بم 2م- ح (3 ط 2) ونه ؛ س0 خاي د تلام ؛ ا اك 


٠ اذكر لاذا تكون الدالة »-نب ممع 2223-3 شاملة‎ - ٠” 
: اوجد جميع قبم 2 التى تحقق‎ - * 
ل جسم ؛ ص ر3/دب1دسم ؛ .1 (1 -عم)مت‎ 
: الأجوبة‎ 
: : باع ,0 ع برهزج(1 + 2) + 2 هومآ ع‎ 22,..( 
م 53 ,22 1ل ,0 د اجر + إج دع‎ 
|22+0)م©| بدلالة د.»: ؛ ومن ثم إثبت أن‎ ٠ | عبر عن إزاسن‎ - 
ب«دقحى بعتم ك |(2ئز) ونع + ( + 22) مبرم‎ 
٠ ائبت أن 1 > |**-م| إذا وفقط إذا كان 2<0ع8‎ - © 
نفرض أن 2 أى عدد مركب غير صفرى . إثبت أنه إذا كان “م, > 2 فإن‎ - 1 
م6 #اجهر سرع ؟‎ 
ب .2 ع (8ز + م همآ) دنه‎ 


> جح صر 


6ه5- 


5 


دوال بسيطة 53 


ابت صحة متطابقتى (5) )٠١( ١‏ من بند (2 5؟) . 


- اثبت أن “م د 2م حيث ‏ الانا2 بلعم . 


إنبت أن 
أ 02-2 لكل عدد مركب 2 
رب 02م -7لوه إذاوفقط إذا كان صم حدم حيث...,22 ,21 ,0 عدم 


(أ) اثبت أنه إذا كان #» عددا حقيقيا . فإن” -1922 حيث 22,000 ,1ط ,0 -م” 
رب) ها هى الشروط التى يجب أن تتوفر فى العدد + إذا كان © عددا تخيليا ؟ 
بين ماذا يحدث : 
ل ) للدالة (وز+ ج) وه عندما تؤول » إلى مساء 
ربع للدالة (وذ + 2) مءء عندما تؤول ١‏ إلى م٠‏ 
اثبت أن الدالة 2 مده لا تكون تحليلية عند أى نقطة . 
بين بطريقتين أن الدالة (22) مم تكون شاملة . ما هى المشتقة الأولى هذه الدالة ؟ 
الإجابة 2 ميت 22 , 
اثبت أنه إذا كانت الدالة (و,»«)بة +(ر,ي)ن -(2)/ تحقق شرطى ١ )١(‏ (5) من بند 
(51) فإنها لابد وأن تكون الدالة المعرفة بالعلاقة (”) من نفس البند . 
اقتراح : استنتج أولا المعادلات + - 0 .نا - يه ثم إثبت أنه يوجد دوال حقيقية 
٠‏ ف للمتغير الحقيقى < بحيث()لت- (ربد)ي ‏ (رلاتع ب (ز,ب)ن. استخد م معادلتى 
كوشى - ريمان للحصول على المعادلة التفاضلية 0 - (رك + (4”0 التى حلها 
بروزة 6 + بر ومع م ح (نر)ق حيث هه أعداد حقيقية . ثم البت أن بروم 6 - بر هاو م ع نولو 
استخد م حقيقة أن الع ح زمرو)نز + رمرع)ن لإيجاد قم طرعة 
عبر عن (72آع)86 بدلالة و,»« . لماذا تكون هذه الدالة توافقية فى كل نطاق لا يحوى 
نقطة الأصل ؟ 
نفرض أن (,»)(ة + (و,»)ن - (6)2 دالة تحليلية فى نطاق ما 2 . بين لماذا تكون الدوال 
[(35,90)ت] ومن «.«اس ست (بزريد) ل 
[(نررد)م] صلو سكسم ع (بررع)/آ 


توافقية فى النطاق 1 . ولماذا تكون الدالة (د,)لا هى المرافق التوافقى للدالة (و,,«)نا . 


“39 - الدوال المثلفية كموناعمس؟! عتماعصميم مو 


من المتطابقتين 


دضو - بر ومن ع 71م او اع وزو + عومج ع كاى 
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ينتج ان عاحى ب علي عاحى د عا 
2 عع 08© 3 21 
لكل عدد حقيقى »د . من هذا يبدو من الطبيعى أن تعرف دالتى الجيب وجيب اتام 
لمتغير مركب + على النحو التالى 


ماح با كام 1 
ابلق ميلكت ل د م جلو 


ويب ملاحظة أن دالتى الجيب وجيب القام تكونان شاملتين وذلك أن كلا منبما 
تكون ارتباطا خطيا فى الدالتين الشاملتين #م.,#ى ( تمرين (5) بند )5١(‏ ) . من معرفتنا 
لمشتقات الدوال الأسية الواردة فى المعادلات )١(‏ » فإنه يمكننا إثبات أن 


ت رزو 


ةم أو - > 2 005 ري 1 
الدوال المثلثية الأريع الاخرى تعرف بدلالة دالتى: الحيب وجيب التقام بالصورة 
المعتادة عل لنحو التالى : : 
الداحاج ماح ج وها 
١‏ 2 هنو 


الدييه اللمدوممن 
2 أو 6052 : 
ويجِب ملاحظة أن كلا من الدالتين عمد ,2 مها تكون تحليلية فى أى نطاق تكون فيه 
0 عوج ومه »كا أن كلا من الدالتين 2 © ,2 أو تكون 2 تحليلية فى أى نظاق تكون فيه. 
20 ملو ٠‏ بأخذ مشتقة الطرف لأبمن لكل من المعادلات 39 فإننا نحصل عل 
المشتقات الأولى لبقية الدوال المثلثية على النحو التالى * 


2 تع 6062 4 ع6 ع ج ةا َ 
: 2 - - - 
02 2< "' 42 
00 4 4 
.2 0 2 056 - ح ع مون ل ,2 180 2 معو د جع معو د 
02 02 
من تعريف الدالة م مله ينتج أن م (ستج الى اا جعالي 1 
اوح حا رجا ريو ا و ري 


لتب )+ تكب )مده - 


حيث + - 2 . وبالتالى يكون الجزان الحقيقى والتخيل للدالة 2 هذه هما على الترتيب 


لز طومء ع مأو ,لإطملو ع ومع » أى أن 


)5( تر طسلو عد وم 7 + بر طومء ع ملق - 2 هزة 
بإتباع نفس الأسلوب . أو باستخدام المعادلة الآولى من المعادلات )١(‏ » فإنه يمكننا 
إستنتاج أن : 


زلف نر طمة د مله 1 - بر طوم عر ومن ع 2 ووه 


دوال بسيطة فى 


من هاتين العلاقتين الأخيرتين يتضح لنا أن 


( 6 نر طومء ع (برة) وم نز طصزة م > (بزة) صلة 
وأن < ومء ,2 فوهما مرافقتا الدالتين 2 5م ,2 هذه على الترتيب » أى أن 
7 « 2 وو : 2 ه زوزو 
ويجب ملاحظة أن كون كل من 2 09» ,2 «أة دالة دورية يتضح من المعادلات () (١‏ 
)022 ,2 هلة- > (» + 2) ملو 2 ,2 مو ع (20 + 2) وزو 
)5( 2 08 - > (» + 2) 08> ,2 009 > (28 + 2) و0 


كذلك فإن كون كل من الدوال المثلثية المتبقية دورية ينتج مباشرة من المتطابقات (8) ١‏ 
(5) . فعى سبيل المثال 


1811 )2 + 72( هماع‎ 2 26١) 


4 - خواص أخرى للدوال المثلثية 

باستخدام المتطابقتين )١(‏ أو المتطابقتين (ه) » (1) من البند السابق يمكن للقارىء 
بسهولة إثبات أن 
زف وبر قطسن + عر تمنو ع 2|2 ملو| 
زفة مر طسو + عر تومه > 22 ومه| 
من هاتين العلاقتين يتضح لنا أن مقياس كل من الدالتين # وم» ,2 هذو ليس محدودا بينا 
تكون القيمة المطلقة لكل من الدالتين وه» ,* «له » حيث « متغير حقيقى , أصغر من 
أو تساوى 1 . 

ويجدر بنا الإشارة إلى أن المتطابقات المثاثية المألوفة تتحقق كذلك للدوال المثلثية ذات 
المتغير المركب : 


زف 1ددع تهون + ع توزو 

6 2 ظأق رت 05© + ج2 05» رج لهأو 2 (ي2 + ر2) ولو 
[ روت لاتق رت للق - ع2 205 ,2 05ه ع (ج2 + ,2) 03 
)ىن ,0852© > (2-) 05 2 ,2 هزو- ع (2- ) صلة 
زفف ,2 05> -2 - ( ملو 


رت هله - ع 2ؤم > 22 ومع ,2 05 2 وأو 2 - 22 هزة 


إل . واستنتاج هذه المتطابقات يمكن أن يبنى كلية على خصائص الدالة الأسية . 


0 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


يقال لقيمة معينة للمتغير المركب « أنها قيمة صفرية ( أو صفر ) ممعد لدالة معطاة ؛ 
إذا كان 62-0 . والقمم الصفرية لدالتى الجيب وجيب المام تكون كلها حقيقية . وى 
الحقيقة فإن 
03 (...,22 ,اخ ,0 عم 2 حهويم 0 > 2 هنة 
60 ...,2+ راع ,0ع 5) 15+ م دع حه 2-0 كمه 
ولإثبات صحة (9) سنفرض أولا أن 0-+ هله . من العلاقة )١(‏ ينتج أن 

1 0 ع برتطهنو + عر ثملة 
وبالتالى فإن و,» لابد وأن يحققا المعادلتين 

0 - بر طمنو 7 0 > دوزو 

من المعلوم أن قم :و.« التى تحقق هاتين المعادلتين هى #” عر حيث ...2+ ,1+ ,0 دم 
ير ء؛ أى أن >8 - ضمو بالعكس إذا كانت س2 ». حيث م علد صحيح ,2 
فإنه ينتج بسهولة أن 0- هزه . بهذا نكون قد أثبتنا صحة التقرير (9) . ويمكن بإتباع 
نفس الاسلوب إثبات صحة التقرير )٠١(‏ . 
من )٠١(‏ يتضح لنا أن النقط(. ,2+ 1غ ,0 - ») +( + م - مهى النقط الشاذة الوحيدة 
للدالة » مه؛ ( أى أن + مه تكون تحليلية فيما عدا ذلك ) . 


ع8 
5 


- اثبت أن + ملوذ+ ومع -#أم لأى عدد مركب 2- 

- استنتج صيغ التفاضل (4) من بند (77) . 

ب استنتج صيغتى (5) . (لا) من بند (3737) . 

- استنتج المتطابقة )١(‏ من بند (74) ومن ثم إثبت أن عرظومه ك |ء منو| 5 |بر طمنو| 
- استنتج المتطابقة (؟) من بند (74) ومن مم إثبت أن برطومء ك |ء 5مه| ك |بر طمنو| 
ائبت أن ا« هنو| < إءمنول 2 إع .مه( إعومه| 

- استنتج صحة متطابقتى () . (54) من بند (94). 

- اثبت أن ١‏ انعمو دع نمو + 1 زا رب ع تهون ع 2زون +1 

- إثبت صحة كل من المتطابقات الآتية : 


م :22 05ع - يمة ومه ع (2 - ر2) هلة (ر2 + ر2) هلو 2 


1 
»م 6د جم اله اما شا << هنا 


ب م2 هلو - ,22 ملو ح (يج - ,ج) صو (وج + ,ج) ووه 2 
٠‏ - إثبت أن (2) 5م - (2:) وم لكل عدد مركب 2 أن (2) مله - (2) هذه إذا وفقط 
إذا كان ندم دع حيث .... ,22 راط ,0 ده 
١‏ - إنثبت صحة التقرير )٠١(‏ من بند (5؟ )9‏ 


دوال سيطة 0# 


١‏ - باستخدام المتطابقة (أ) من رين (29 إثبت أنه إذا كان يمومه - ر2 وم فإنه إما أن 
يكون 22 + 2 أو 21-2 مضاعف صحيح للمقدار 227 . استنتج النتيجة المناظرة عندما 
22 هلو > رج زو 
١‏ -. أوجد جميع جذور المعادلة 4 «ومه - #«ذة وذلك بمساواة الأجزاء الحقيقية والأجزاء 
التخيلية للدالتين 4 داوم ,دزو . 
الإجابة : 44 +1  )20+‏ حيث ‏ ...,22+ ,1+ ,20م ٠‏ 
-5١54‏ أو جد جيع جذور المعادلة 2-2 وم» . 
الإجابة :2 '-طومه/ + +20 , أى (1/3 + 2) همط: ل ج20 حيث ... ,22 ,أل ,0 ديه 
© - بين بطريقتين أن كل من الدوال الآتية تكون توافقية دائماً : 
ل( ترطملوع ملو ؟؛ رب) بنز2 طملة )222 وم 
- نفرض أن ()! دالة تحليلية فى نطاق ما (1 . اذكر لماذا تكون الدالتان 2)؟ دوم ,(2)؟ دلو 
تحليليتان فى نفس النطاق (1 . كذلك . اكتب (78)2 -« واذكر لاذا يكون 


سن « ومه > (8/)2لة وي 


2 5 

00 س ل« هذة - > (06/)2 ري 22 : 
١١‏ - ائثبت أن أى من الدالتين 2 مزه » 0572© لا تكون تحليلية عند أى نقطة . 
ه؟ - الدوال الزائدية وممناعمبا عللمطعمرام 

تعرف دالتى الجيب الزائدى وجيب الهام الزائدى للتغير مركب كنظير تيبما فى حالة 
المتغير الحقيقى , أى أن 

5 #-مى #2 

بلق كعك 5 كيد - و طونة 
وتعرف دالة الظل الزائدى لمتغير مركب + بالمعادلة 


2 طصزة 


دع طمهةا 
2 طومء 


ومن ثم تعرف الدوال م طءقه ,2 طععة ,2 طامه على أنها مقلوبات الدوال 2 طهلو ,2 طوف , 
طمه) على الترتيب ٠‏ 

حيث أن كلا من الدالتين #م./» دالة شاملة » فإنه ينتج من تعريف )١(‏ أبل كلا من 
دالتى الجيب الزائدى وجيب القهام الزائدى دالة شاملة . الدالة #طههة تكون تحليلية فى 
كل نطاق تكون فيه 260 طومء. 

ويمكن بسهولة استنباط قواعد جبر ومشتقات الدوال الزائدية من التعريفات 
المذكورة أعلاه . فبالنسبة لصيغ المشتقات الأولى ند أنها تمائل نظيراتها فى حالة المتغير 
الحقيقى.» أى أن 


6 4 
زقة ,2 طمزة ع 2 طومح س ,2 طومه ع ع طلمزة َّ 
22 به قطوي- د ع طامه 2 رع تطمعة داج طمف 4 
3 42 42 
ك0( 2 طامء ع طعوه - ع رطعو ع ,2 طهةا 2 طععة- 12008 


402 42 
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فيما يل سنذكر بعض المتطابقات التى تستخدم عادة 


2,١‏ [ > ع تطمو - ع غطومء 

١ت‏ 2 طملة رت طومء + م2 طدمء ,2 طصنة ع (ي2 + ,2) طماة 
49 د طهنة رع طهزة + يج طومء ,2 طأومه ع (رج + ,2) طومء 
)0ن .2 طومه ع (2- ) طومه 2 ,2 طصزة- ح (ع-) طمزة 


ومن البديبى أن تكون الدوال الزائدية وثيقة الصلة بالدوال اللمثلثية المعرفة فى بند 
(؟١)‏ . وفى الحقيقة فإنه إذا ماتذكرنا كيف أن هذه الدوال كلها قد تم تعريفها 
باستخدام الدالة الآسية لوجدنا العلاقات التالية : 
69 2 5م» كت (2:) طومء ,2 طزة؛ ع (جم) طصلة 
)20 .2 طومه > (2ذ) وم» ,2 ططلة/ ع (22) هزز 
والأجزاء الحقيقية والتخيلية لدالتى الجيب الزائدى وجيب الهام الزائدى يمكن تعيينها 
بسهولة من المتطابقتين 


01١‏ ,لز لع عد طأومء م + بر ؤمه + طسزة > 2 طدزة 
[فدة ,لز لق د طصزة ‏ + بر 5م© ع طومه ع 2 لوم 
حيث «وؤ+»-# . ويمكن للقارىء بسهولة أن يستنبط المتطابقتين 

نضية ,نر هله + عد تطمنه ع 2إع طصلو| 
205 بر 2ومه + عر قطصهزة ع 22 طومه| 
بعدة طرق. 


ويجب ملاحظة أن كلا من دالتى الجيب الزائدى وجيب المام الزائدى تكون دورية 

ودورتها »2 » م أن دالة الظل الزائدى تكون دورية ودورتها . كذلك 
فإن 0-عطمو عندما 2ع 2 . 2-0 طومء عندما 0+14(8)-2 | حيث 0« عدد 
صحيح . وفى الحقيقة فإن هذه هى الأصفار الوحيدة للدالتين 2 طومء ,هسلو ( انظر 
معادلتى (9) . )٠١(‏ أعلاه ) . 


تهارين 


. )18( إستنتج صيغ التفاضل (5") . (4) من بند‎ - ١ 

" - ائثبت صحة المتطابقتيتى (ه)»(/0) من بند (78) . 

* - اكتب (زذ+>ع) طصلوك طمله ,زوذ+ع) طومء -2 ومع ثم بين كيف أن المتطابقتين 
)١15( ٠ )11(‏ من بند (8؟) تنعج هباشرة من المتطابقات (5) , (7) ١‏ (4) من نفس 
البند . 


دوال بسيطة يف 


4 - اثبت صحة المتطابقة )١5(‏ من بند (785) ثم بين أن + طومه ك |2 طومه| ك |ع طملو|. 

ه - إثبتأن 2 طومه- > (ه + ج) طومه ,2 طمنو > (71 + 2) طمنو ٠‏ استخدم ذلك لاثبات 
أن 2 طصةة ع زج + ع) طمهة . 

5 - إثبت أن م طومه ع طصلء 2 - 22 طملة ٠‏ 

- باستخدام التقارير (9) . )١١(‏ من بند (4 7) مع العلاقات )١١(‏ من بند (78) إوجد 

جميع أصفار كل هن الدالتين 2 طوم» ,2 هله . 

- باستخدام النتائج التى سبق الحصول عليها فى تمرين (/) . عين كل القمم الصفرية والتقط 
الشاذة لدالة الظل الزائدى . 

3 - عين يع جذور كل من المعادللات التالية 
(أ) 1/2 عع طوم» ؟ «#“/ ع ع طمزوة » رج 2- ع ع ومع 
الأجوبة :ذم 254 202 ؟ .رب 0:. ,2ل ,1ل ,0 ع م) نو( جد بيق) 

٠‏ - لاذا تكون الدالة (2©) طهفه شاملة ؟ عبر عن الجزء الحقيقى هذه الدالة كدالة فى لو, 
ومن ثم وضح لاذا تكون هذه الدالة توافقية عند جميع النقط . 
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سنفترض أن مم2 ترمز للوغاريتم الطبيعى للعدد الحقيقى الموجب ٠‏ م هو معرف 
فيما سبق عند دراستك للمتغير الحقيقى . الدالة اللوغاريتمية للمتغير المركب 2 تعرف 
بالمعادلة 
50 0 + مهمةء م عه! 

حيث |2|- م :2 هبه - 6.ويجب ملاحظة أن هذه الدالة متعددة القم فعسله؟ ءامن الوق 

ومعرفة لجميع الأعداد المركبة الغير صفرية . 

والتعريف )١(‏ طبيعي » » بمعنى أنه يتضح لأول وهلة حال كتابتنا ‏ 4# دع 
واستخدام الخصائص المألوفة للوغاريتم الطبيعى التى مرت بنا وذلك لكتابة مفكوك 
(“امم) عمزه 
إذا كانث© ترمز للقيمة الأساسية لسعة العدد المركب 2( > © >  )-»‏ فمن 
الممكن أن نكتب (..,22 ,21 ,0 دب و م + © ع 0 
وبالتالى فإن الصيغة )١(‏ تأخذ الصورة 
زيف (...,2+ ,1خ ,0 > ») »م2 + ©): + مهم1آ- معه1 
ويجب ملاحظة أنه لعدد مركب معين 2 » فى نطاق تعريف الدالة ه١1‏ » تكون قم 2هه1 
نها نفس الأجزاء الحقيقية ولكن أجزائها التخيلية تختلف عن بعضها بمضاعفات صحيحة 
للمقدار 27 . 
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القيمة الأساسية عنلود لومعمعط للوغاريتم 2 تعرف على أنها القيمة التى نحصل 
عليها من الصيغة (؟) عندما تكون 8-0 . وسترمز لهذه القيمة بالرمز 108 » أى أن 
5 000 > ©>+ج- ,0<م م 6 +م هه[ -2ومآ 
الراسم # همءة -« وحيد القيمة ونطاق تعريفه فكة كل الأعداد المركبة الغير صفرية ومداه 


الشريحة ل يي 0 


ويجب ملاحظة أن *هم؟ تؤول إلى اللوغاريتم الطبيعى المألوف للمتغير الحقيقى عندما 
نقصر نطاق تعريفها على الجزء الموجب من المحور الحقيقى . وذلك لأنه إذا كانت 2 هى 
العدد الحقيقى الموجب » فإن + |2| 0- © وبالتالى فإن معادلة () تصبح 
»:عه] - هما . 

رأينا من قبل فى بند »مع إحلال كل من 2.8 مكان الآخرءأن المعادلة 

22-6 تعين تناظر أحادى بين النقط الغير صفرية فى المستوى 2 والنقط التى 
تنتمى للشريحة ك ا دم[ > ع فى المستوى »« . النقطة (©:) مره + > 2 فى المستوى 2 
تناظر النقطة ©: + + هه! - فى المستوى « . و بالتالى » فعندما نقصر نطاق تعريف 
الدالة “م على الشريحة * 5" صط > - فإن معكوس الدالة"» هو الدالة اللوغاريتمية 
الأساسية 2م" . أى أن 

"م داج حصت 2 8مآ ع مر 

الراسم 2-6 يعين كذلك تناظراً أحاديا بين النقط الغير صفرية فى المستوى * ونقط 
المستوى « التى تقع فى الشريحة 1 + 26) ك “ص1 > (1 - 26), حيث ٠‏ عدد صحيح 
معين . وعندما نقصر نطاق تعريف الدالة "م على هذه الشريحة فإن الدالة العكسية 
نحصل عليها من المعادلة (7) بوضع عدم . 


ات فروع وعطعموء8 الدالة وها 


الدالة 
)3( >> ج- ,0< م ©: +مهمآ- 2 همل 
تكون متصلة فى النطاق ١‏ 0<م » ج> © > #-. وهذا ينتج مباشرة باعتبار مركبتيها 
زفية © ع (© ,ماه و «معمآاع (© ,)نه 


كل من الدالتين (© رمات م (©,م)ن » و بالتالى الدالة ع1 » تكون متصلة فى النطاق 
المعطى . وحقيقة أن هذا هو أكبر نطاق ممكن تكون فيه الدالة 2 1.08 متصلة تتضح من 
حقيقة أن الدالة هه غير معرفة عند نقطة الأصل ابتداءا وكذلك من حقيقة أن قيمة الدالة 


دوال بسيطة اا 


؟ عند أى نقطة على الجزء السالب من المحور الحقيقئ تساوى دائماً * بينا توجد نقط 
فى كل جوار هذه النقطة تكون عندها قيمة الدالة » قريبة جدا من *#- . 

الدالتين «,» ( مركبتى الدالة 2 هم.1) لهما مشتقات جزئية أولى متصلة بالنسبة إلى©م 
فى النطاق# > © > ج- ,0 < م ء وهذه المشتقات الجزئية تحقق الصورة القطبية (؟) » من 
بند (18) ء لمعادلتى كوشى - ريمان عند كل نقطة فى هذا النطاق . من هذا نستنتج 
باستخدام النظرية المعطاة فى بند »)١8(‏ أن الدالة 2 مه.1 تحليلية فى النطاق 

* > ©> ج- ,0 <ع. بالإإضافة إلى هذاء إذا كان “مم - 2 فإن 


1 1 4 
يلد زوب ذأ" دع همك 
اوم 0 5 ع( 0 


. 


أى أن 

3 1 4 
2 >2 هته > +- ,0< |2|) - > 2 وما وي 
حيث أن الدالة 2 همة ليست متصلة عند نقطة الاصل و كذلك على الجزء السالب من 
المحور الحقيقى » فإنها لا يمكن أن تكون قابلة للتفاضل هناك . 

وعادة تستخدم 2 هما لتعبر عن كل من القيمة الأساسية للدالة 2 ه6٠‏ ( ا فى المعادلة 
(1) وكذلك الدالة التحليلية التى نحصل عليها بأن نقصر الدالة 2 همة على النطاق 
* > © > مد ,0 < مهو سيتضح من سياق الحديث دائماً ماذا تعنى 2 هم1 » أى أن أى 
اختيار خاص آخر لنطاق تعريف * بهه.1 سيكون واضحا من السياق الخاص بها . 

إذا قصرنا قم م فى تعريف )١(‏ من البند السابق بحيث »2 + » > 0 > بو»حيث » 
قيمة ثابتة اختيارية » فإن الدالة 
2 (25 + » > 80> »,0 < م ., 6+ مهمآ-ع 2 هما 
تكون وحيدة القيمة ومتصلة فى النطاق المعطى . إذا كانت 2 8-168« فإن مدى هذه 
الدالة يكون الشريحة الأفقية 2 ل به > صر ص1 > بن ر(شكل(9١))‏ 
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ويجب ملاحظة أنه » عند كل نقطة من نقاط نطاق تعريف الدالة (4) » يكون 
لمر كبتيها مشتقات جزئية أولى متصلة بالنسبة للمتغيرين 8: , م » كا أن هذه المشتقات 
الجزئية تحقق , عند كل نقطة من نقاط تعريف الدالة (4) » الصورة القطبية لمعادلتى 
كوشى - ريمان . وبالتالى فإن الدالة 2 ه16 » كا هى معرفة بالمعادلة (4) » تكون تحليلية 
عند كل نقطة من نقاط نطاق تعريفهاء أن 
)2 20 + » > همه > » ,0 < |2|) +- وها 

يقال لدالة وحيدة القيمة 5 أنها فرع اعمعظ من دالة متعددة القمم ؟ إذا كانت 8 
تحليلية فى نطاق ما وكانت )5 » لكل + فى هذا النطاق » هى إحدى قم ©؟ . 


من هذا يتضح لنا أن الدالة 2هم.5 المغرفة على النطاق: >© > *-,0 < 7تكون فرعا من 
الدالة اللوغاريتمية )١(‏ المعرفة فى البند السابق . هذا الفرع يسمى الفرع الأساسى 
اعموءط اومعولءم للدالة اللوغاريتمية . الدالة (4) تكون فرعا من نفس الدالة 
اللوغاريتمية المتعددة القم . 


كل نقطة من نقط الجرء السالب من المحور الحقيقىي #- © وكذلك نقطة 
الأصل هى نقطة شاذة للفرع الرئيسى للدالة 2 همة » وذلك حسب تعريفنا للنقطة 
الشاذة بند .)١15(‏ الشعاعح # © يسمى الفرع القاطع )نه «عمومم 706 للفرع 
الأسامى . الخط المستقم أو المنحنى المكون من نقط شاذة والذى نستخدمه عند تحديد 
فرع ما لدالة متعددة القم يسمى فرعا قاطعا )زه «عمه,8 . فمثلا الشعاع 

©-0 هو فرع قاطع للفرع (5) من الدالة اللوغاريتمية»والنقطة الشاذة 2-0 
المشتركة لجميع الافرع القاطعة لهذه الدالة المتعددة القم تسمى نقطة تفرع 4مأدم اعددمه 
لهذه الدالة . 


8 - خواص أخر ى للوغاريتات كسطا مدوم كه وعتاعمممط عاط 

يمكن تعميم العديد من خواص اللواغاريهات التى مرت بنا عند دراستنا للمتغير 
الحقيقى » وذلك بعد إجراء بعض التعديلات اليسيطة . 

سنقوم أولا بإثبات صحة المتطابقة 
انق (0 عوج ا 


دوال بسيطة د 


وهذا يعنى أنه أيا كانت القيمة التى نختارها للدالة 2 عه ١‏ فإن العدد 82مام سيكون دائماً 
هرج . لاثبات ذلك سنكتب “امم ع ,14 + م هومآ - 2 هما؛ حيث 0 إحدى قم 000 
وحيث أن » دالة وحيدة القيمة إذن 
2ع فلهم ب فلى؟ عملي ء 1+ وملى ح عقماي 

ولكن يجب ملاخظة أنه ليس من !! لصحيح أن © هما تساوى دائماً 2 . وهذا واضح من 
حقيقة أن © ه0! تكون متعددة القم . وفى الحقيقة » فإذا كانت «وؤز+ع-# »2 فإن 
22 (27 + بر)ز + عر ع مع هيع : + || عم[ - تك هوا 

.(... ,2+ ,1غ ,0 د م 201 جاع د 


نفرض أن 1.22 عدان م ركبان غير صفريين » 


2 


حيث (10) مه يم ع ر2 2 ,(0) مكع,” 5 رد 
من السهل إثبات أن 
زضة 2 108 + ,2 ه10 > (رمرء) عه1 
وهذا بطبيعة الحال يعنى أن أى قيمة للدالة (ج#ر) بها يمكن التعبير عنها كمجموخ قيمة 
ما للدالة )2 هها وقيمة أخرى للدالة يوم وهر » وبالعكس فإن بحمو أى قيمة للدالة 
2 بها وأى قيمة للدالة جه عه! يكون قيمة للدالة (رمم») ه6١‏ . وإثبات التقرير (؟) ينتج 
مباشرة من حقيقة أن وم عمآ +.مهمآ - (م”) هماو حقيقة أن 2 قعة + ,2 هته > (رمر2) ونه 
كا سبق أن أوضحنا فى بند (©) . 

بالمثل يمكن إثبات أن 
(5؟): و2 ا - ره وما - د وما 


ولتوضيح التقرير (؟) » دعنا نكتب 


.0ع 1 عم1 > (ريرع) عه1 5 1- ع يج داع 


المعادلة (*) تتحقق عندما/ج 2 رت ه10 » 4- - يت ههاو لكها لا تتحقق . على سبيل المثاله 
عندماتكون +7 - 2 هوا - ,2 8و1.من هذا يتضح لنا أن التفرير (5) ٠»‏ وكذلك التقرير (5)» 
ليسا صحيحين بصفة عامة إذا وضعنا 82م1 بدلا من 2 هه٠‏ . 


نفرض أن (©) م«»+ - 2عدد مركب غير صفرى » حيث © ترمز للقيمة الأساسية 
لسعة العدد .ه » ونفرض أن ه أى عدد صحيح موجب . إذا ما أنحذنا فى اعتبارنا المعادلة 
التى تعطى الجذور النونية لعدد مركب غير صفرى ( بند (5) ) وتعريف الدالة 
اللوغاريتمية المتعددة القيم ٠»‏ فإننا نجد أن 
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النتسسطت 3 | 8ه ع ("/اج) عه1 


يدك لخ ) نج مي وه - 


س0 


ال+مهما!- 


حيث ‏ أى عدد صحيح بحيث 1 - اك > هن عفد ساح . من ناحية أخرى » 
“20 : + ,وم ! - نيما 
حيت و أى عدد صحيح . من البديبى أن أى قيمة من قمم ('2) ها تكون قيمة من قم 
2 - لإاثبات العكس » تذكر أن باق قسمة أى عدد صحيح على عدد 
صحيح موجب « يكون دائماً عددا صحيحا بابحيث1 -5 > # > 0 ,أى أنه لكل عدد 
صحيح ١‏ يوجد عدد صحيح م وعدد صحيح مم 8-1٠‏ » 44> 40 حيث + «بمعدوء 
من هذاينتج ان 
)0( (2,..0بلعدم) عم - ولام وها 
مع مراعاة أنه لقيمة معينة من قبم ('ت) ه10 فإن القيمة المناظر الملائمة من قي 2 #هاللطرف 
الأيمن يجب اختيارها » و بالعكس . 
ويجب ملاحظة أن العلاقة (0) والخاصية )١(‏ تؤديان معا إلى العلاقة 
3( 0 مين ع "لاج 
ولقيمة معينة ثابتة 2 فإن الطرف الأيمن للعلاقة 1 ه فقط من القمم امختلفة 
وهذه القم هى قم 21/9 . 
ولكى نوضح أكثر كيف تفسر تقارير تشتمل على دوال لوغاريتمية متعددة القَيم 
( كالتقرير (5) مثلا ) على أنها علاقات تساوى فئات فإنه يجب ملاحظة ان 
1,2,0 ع م) 2 عو م عو (25) وما 
بصفة عامة . فمثلا فى الحالة الخاصة التى تكون فيها2 - #رة - نهد أن قم (2) ج10 هى 
الأعداد />(1 + 26) حيث ... ,22 ,1+ ,0 - م بيها تكون قم 21081 هى الأعداد 
:1 + 44) حيث ... ,22 ,21 ,0 - ع وبالتالى فإن فقة قيم (2) هوز لا تساوى فقة قيم 
+ هه 2 و بالتالى فإن ع6 2 عو (2) عملء 
والتقرير 2 ها ه-23 ها قد يكون أولا يكون صحيحا لقم معينة للمتغير المركب 2 
والاس «ه وذلك عند إحلال الذاله اللوغاريتمية المتعددة القم بأحد الفروع الوحيدة 
القيمة للدالة . فمثلا » نلاحظ أن( + 1) عم1 2 - [2(2 + 1)] عومآ1 
بينا (1:21-)هم1 222( +1-)] ومة ٠‏ 


دوال بسيطة 4 


تمارين 
١‏ - ائبت أن 

ل 24 1ح (ه-) هومآ ‏ ؟ رب ((4/») -2 هومآ41 - ( - 1) مآ 
1" - ائبت أنه عندما تكون ,... ,2+ ,21+ ,0-م فإن 


رأ نم2 ع 1 همل ؛ دب 1204 + بر2) - (1-) هما 
رج 271 ل بي2) دز هما ؟ ره لس +م) > (0'2) هوا 
أوجد جميع جذور المعادلة /2/») - هوا الإجابة ٠‏ 2-7 


أوجد جميع جذور المعادلة 
الإجابة : 174 +20)-337هم0[ سدع حيث ١‏ ...,22 ,اط ,0م 
اثبت صحة العلاقة (4) من بند (8؟) 
باختيار قم غير صفرية محددة للعددين ج. ]+ . اثبت أن العلاقة (4) من بند (94) 
لا تكون دائمأ صحيحة إذا وضعنا عه.! بدلا من 104 . 
إذاا كان 0< معطم 0<ي2ع86ه فائيت أن 
دتهم.آ + ره هما ع (ددرع) همآ 

البت أنه إذا كان #مرج فإن 

.(2/ > 0 > ةم ,0 < م) 2 2108 جع (22) عمآ 
اثبت أن رأ إذا كان 

(9«/4 >9 >4ع ,0< ) , مرج مهماععهها 
فإن :عه 2 -ح (2) هه!؛ء 
(ب) إذا كان 

(115/4 >8 >4لج3 ,0< , 0م همآح ع هما 
فإنت نهم 2ع 2م همز 
اثبت أنه إذا كان 2 أى عدد مركب غير صفرى فإن 


0 ,1 ع-م) 8 (2 هه! ”) ميرم - " 
فى بند (5) قمنا بكتابة ) - مع ,»-(:-ع) ب ١ن‏ عندماتكون,... ,2 ,1 ب ي,.استخدم ذلك 
لإثبات ان العلاقة (2 عه! 7) مره ح- *ج تكون صحيحة عندما ‏ ....,22 ,لل ,0 ددم , 


١‏ - ائبت أنه لكل نقطة 2 من نقط نصف المستوى الأيمن 0<بر يمكن كتابة الدالة 2 جه1 


على الصورة 


1 
ممعم ) + (تر+ تم وما - م وما 
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حيث .7/2 > ؛ ههاعءة >2/-استخدم هذه الصورة للدالة 2 ع1.0 والنظرية المعطاة فى بند )١1/(‏ 
لاعطاء برهان آخر للتقرير ١‏ الفرع الرئيسى للدالة 2 مم1 يكون تيليا فى 
النطاق 0<* ؛ ولإثبات أن اللمعادلة (*) من بند (7؟) تكون .صحيحة فى هذا 
النطاق . لكن يجب ملاحظة أنه ستظهر بعض الصعوبات التى تتعلق بمعكوس دالة الظل 
ومشتقتها الأولى فى الجزء الباق من النطاق ‏ > © > ,0<+ الذى تكون فيه الدالة 
عم تحليلية خاصة على الخط المستقم 0-« . 

١‏ - ابت بطريقتين مختلفتين أن الدالة (2+2) 1.0 تكون توافقية فى كل نطاق لا يحوى 


نقطة الأصل . 
١"‏ - اثبت أن رأ) الدالة (-2) هم.1ة تكون تحليلية عند جميع النقط عدا نقط الشعاع1 - بر,م > بر. 
(ب) الدالة 
(4 + 2) همآ1 
اتج 


تكون تحليلية عند جميع النقط عدا النقط 2/9/2 0+ ونقط الشعاع 0 سير ,4- 5 م , 


4 - بكتابة 00 مهم م اثبت أن 
 )2«1(‏ ىر (تم +0 ومعس 2‏ 1) هم[ - [(1 - 2) هما] 86 


لماذا لابد وأن تحقق هذه الدالة معادلة لابلاس عندما 1عوم ؟ 


8 - الأسس المر كبة وامعدممظ! أعامسه©) 


العلاقة (") من البند السابق والتمرين )٠١(‏ من نفس البند يوضحان لنا أنه يمكن تعريف 
2 حينالأس » أى عدد مركب» بالمعادلة 

)0( 0م 5 (2 108 6) مده - 26 

ويجب ملاحظة أن الدالة الأسية المستخدمة فى الطرف الأيمن من المعادلة )١(‏ معرفة » 
بطبيعة الحال » وفقا للمعادلة (4) من بند (١5؟)‏ وأن 2 ه١1‏ هى الدالة اللوغاريدمية 
المتعددة القم . التعريف )١(‏ يكون إذن متالفا بمعنى أنه يشمل كل الحالات الخاصة التى 


سبق ذكرها عندما #ا عدم ححيث ا ... ,2 ,1 ع بر وعندما عدم 
حي .2+ باغ ,0 دم , 

ويجب ملاحظة أن هذه القوى المركبة للعدد 2 تكون بصفة عامة متعددة القيم . مثال 
ذلك 


ل + دأنة- إمه > (زعه2:1-) ويه - 21-ز 


.2+ ,1+ ,0< م) [>(1 + ه4)] وه ع 


دوال بسيطة 1 


ويجب ملاحظة أن » وذلك باعتبار الخاصية #/! - *-م ,ع فيتى الأعداد »م , *1/2 
متساويتان . وبالتالى فإنه يمكننا كتابة 
2 (0 عوع) 0 

وهناك بعض الخواص الآخرى المألوفة للأسس التىتتحققفى حالة المتغير المركب ا 
تتحقق بالنسبة للمتغير الحقيقى . فمثلا دعنا نفترض أن “مم م وأن » عدد حقيقى . 
الدالة 
(ضة 2 + » > 6 > »,0 <) 0 + م هماع جعه1 
تكون تحليلية ووحيدةالقيمة فى النطاق المعطى . وهذا هو الحال كذلك بالنسبة للدالة 
المحصلة (1082) مه من هذا نرى أن الدالة © المعرفة بالمعادلة )١(‏ » حيث هما ما هى 
معطاة فى (5) . تكون تحليلية ووحيدة القيمة فى النطاق ‏ 2# + »> 8 >» ,0<م. 
المشتقة الأولى هذا الفرع من الدالة الأسية المتغددة القمم )١(‏ يمكن التعبير عنها بدلالة 
الدالة اللوغاريتمية المعرفة بالمعادلة (©) على النحو التالى : بي فى 

227 هه! 6) وده > (2 هما 6) ممه ون - 7 و2 


.[2 عه1 1١(‏ - م)] ووه 28061082ى ل 


7 (2 عم16) معاء 
وهذه الصورة الآخيرة ما هى إلا الدالة الوحيدة القيمة '-“ت » أى أن 
(5١‏ (25 + » > م هية > » ,0< |2[|) اكه 
عندما تكون *- عد » » و بالتالى* > 2 همه > ع سفإن الدالة 
)5( (0 6و 2) (2 قهماء) ممه ع “جع 


تسمى الفرع الأساسمى اعسومط لموتعولرط للدالة الأسية المتعددة القم )١(‏ . وهذه الدالة 
تحليلية ووحيدة القيمة فى النطاق > > وره > +- ,0< || . وقيمة هذه الدالة عند أى 
نقطة م فى هذا النطاق تسمى القيمة الأساسية عدله؟ لودتعموزوط للدالة ع عند النقطة م2 
فمثلا , الفرع الرئيسى للدالة أ يكون 
| [هت+مومد) نمه -( ومن ) ود اه 
[©-,همآ :] وه - 
حيث + > © > *- ,0< م.والقيمة الاساسية للدالة أج عند أ- -2 هى 
ذه 3 [[3:-)نأمه ح [2-) عمآ ]يو 
وكمثال آخرا , الفرع الرئيسى للدالة 8/3 وهو يكون 
(©ج) يمه ثم /ة - (©:+ + م هومآ 4) مجه - (2 وما 4) دده 
وهو يكون دالة تحيليلة فى النطاق »> © > ,0<م ( يمكن التحقق من هذا أيضاً 
باستخدام النظرية المعطاة فى بند )١8(‏ ) . 
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لاحظ أنه عند وضع »-+ فى التعريف )١(‏ فإن المقدار ‏ الموجود على الجانب 
الأيسر يكون بصفة عامة متعدد القبم . ولكننا تحصل على التعريف المألوف للمقدار »م 
عند اعتبار الفرع الرئيسى . 

من تعريف )١(‏ يمكننا القرل أن الدالة الأسية للأساس » » حيث » عدد مركب 
ثابت غير صفرى » هى الدالة 
رى (0 عوع) 0 هما ع) عن ع تم 
عند تحديد قيمة معينة للمقدار ح هواءفإن الدالة » تكون دالة شاملة للمتغير المركب #8 . 
من السهل التحقق من أن : 


,37( (0 عوم) وو دع 2 


2 


#٠‏ - الدو ال المثلفية العكسية وممناعسب! عتماءسمممواء؟ مم1 


من الممكن دائماً أن نصف الدوال العكسية للدوال المثلثية والزائدية باستخدام الدالة 
اللوغاريتمية . 

فمثلا لتعريف معكوس دالة الجيب ( أى الدالة ه!“دو) فإننا نكتب 2أ-مأو- س عندما 
تكون > مأو ده . أى أن 12"وزو دس عندما 


#«احى ذا لاي 
دع 


للتعبير عن « بدلالة 2 فإننا نعين أولا ل اد 
1-0 "«اميزة - «اتع 
وهذه معادلة من الدرجة الثانية فى "فم وحلها هو 
2ج د 1) وزع «أى 
حيث 1-2(1/2) ما نعلم دالة ثنائية القيمة للمتغير المركب + . بأخذ لوغاريتم كل طرف 
ومراعاة أن “مز - م فإئنا نحصل على : 
لق [2(1/2ج - 1) + مزع هما - د ع 1 مو 


ويجب ملاحظة أن الدالة ج1-منه متعددة القم وأن لها عدد لا نهاث من القيم عند كل نقطة 
هع. وإذا استخدمنا فرعين محددين أحدهما لدالة الجذر التربيعى والآخر للدالة 
اللوغاريتميةفإنةأتة:«تصبح دالة تحليلية وحيدة القيمة وذلك لكونها محصلة دالتين تحليليتين 


دوال بسيطة هم 


وباتباع نفس الأسلوب يمكننا كتابة معكوس دالة جيب امام ومعكوس دالة الظل على 


فيه [2(1/2ج - 1)ز +ائز] عو[ :- د ع 1“ وو 
م شك واكعء اخوون 
ايم 55-5 7 


ومن الممكن إيجاد المشتقات الأولى لهذه الدوال العكسية الثلاث من الصور المذكورة 
أعلاه مباشرة . فمثلا المشتقة الأولى لكن من الدالتين الاوتين تكون 
1- 


ع ال سه حَ ا 
من 0 هاتين المشتقتين تتوقفان على القم الختارة للجذر التربيعى . 
المشتقة الأولى للدالة الثالثة تكون 

-1 


1 
)23 م و 


وهى لا تتوقف على الطريقة التى تجعل بها الدالة وحيدة القيمة . 
يمكن دراسة الدوال الزائدية المكسية بإتباع أسلوب ممائل وبالتالى فإننا نهد أن 


3( ال + 22) + ج] وما د ع 5 طمند 
101/2 2 + [- 1 يزوومن 
200 لهذا 7 1 2 
ِ 5 طمقا 
لفك ,شك هو1 ج د م 1 طامة 


أخيراء يجب أن ننوه إلى أنه من المألوف 8 نمز لممكوسات هذه الدوال بالرموز البديلة 


لمعه 6 لنت إل 


١‏ - ائبت أنه عندما تكون ,ال ,0 دم فإن 
أ" :21 عمآ (1/2)] دوت (سبية + جرع -) وه ع نز + 1) 
رب 11 + «2)] وه ع :)1 -) 
1# أوجد القم الأساسية لكل من 
م #ء؛ رب .3[( ةلط - 1-)2/ع)] ؟ رج “24 -1) 
الأجوبة : ول 2س )ويك ؟ رب) .(252) وده - 
# - إثبت أنه إذا كان 20ج عدد مركب وكان ا عدد حقيقى فإن 
*|2| > داعا ما 0 د نج 
ا نفرض أن 6 أعدادا مركبة بحيث 0موع . اثبت آنه إذا كانت ت كل القوى 
المستخدمة تكون قيما أساسية فإن : 
و “ممع عم ؛ (ب00.. ,2 1 حم #ج - "وم 
زج خم د فوج ؛: رد يلمج ع فواءج 
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ه - باستخدام الفرع الأساسى للدالة أ أوجد الدالتين ,)م > 0,4 إذا كان 


(0,صاسة د (8رم)ن داج 


5 - اثبت صحة العلاقة رلا) من بند (59) . 


مح 


- بفرض تحقق وجود (6)2 أوجد صيغة للمشعقة - 4]6/0[/42» 


- أوجد قيم كل من : 
رأ (2) مم ؟ رب) 7 ل 1)احمها 
رج (1-)!-طومه ؛ () 0*-طصةة 
الأجوبة : (/ 3هومآو +8 + حيث ...2ط ,لل ,0 عم 
(د) إصسرر حيث (... 2ط راع ,0 عدم) 


8- بفرض أن » عدد مركب ثابت غير صفرى وبمراغاة أن “1 دالة متعددة القم . عين 


1 - 
؟ ١‏ - 
ا 
4 


الشروط التى يجب وضعها على العدد الثابت ع بحيث تكون جميع قم || 
متساوية . 

الإجابة : © لابد وأن تكون عددا حقيقيا . 

حل المعادلة 2 -* «أه لايجاد قم » على النحو التالى : 

3 بمساواة الأجزاء الحقيقية والأجزاء التخيلية فى الطرفين 

رب) باستخدام العلاقة )١(‏ من بند (0”) . 

الإجابة : (2+1/3)همآ/ ج22 +م2) حيث ...22 ,لط ب0دم 
حل المعادلة 2 ع وون 

إستنتج العلاقتين (؟) . (4) من بند (70) 

إستنتج العلاقتين (") . (8) من بند (0”*) 

إستنتج العلاقتين (5) . (8) من بند 00 *) 


لفصل الرايع . 


الرسم بدوال بسيطة 


115 9لواضع تدعا ترط عستاممو131 


قدمنا فى بند )٠١(‏ تفسيرا هندسيا لدالة المتغير المركب كراسم أو تحويلة . وقد 
أشرنا هناك إلى أن السمة الأساسية لمثل هذه الدالة يمكن إبرازها بيانيا - إلى حد ما - 
من معرفتنا للكيفية التى ترسم بها هذه الدالة منحنيات ومناطق خاصة . 
فى هذا الباب سنرى كيف يمكن رسم منحنيات ومناطق متنوعة باستخدام دوال 
تحليلية بسيطة . وسنوضح فيما بعد فى البابين التاسع والعاشر تطبيقات لهذه النتائج على 
مسائل فيزيائية . 
"١‏ - الدوال الخطية كموناعمن؟ موعمناة 
الراسم 
)0 ,0 ع اج ع بير 
للمستوى المركب ‏ فوق المستوى المركب « » حيث © عدد مركب ثابت » هو إنتقال 
بالمتجه الممثل للعدد المركب ©* . أى أنه إذا كان 
و0 + ,0 ع 0 و برذ + ددع 
فإِنْ صورة النقطة (5,) فى المستوى المركب + هى النقطة 
© + ىن + عنم 
فى المستوى المركب «. حيث أن كل نقطة من نقاط أى منطقة معطاة فى المستوى 
المركب 2 ترسم إلى نقطة فى المستوى المركب « بهذا الأسلوب » فإنه ينتج أن صورة 
هذه المنطقة تكون متطابقة هندسيا مع المنطقة الأصلية . 
من الممكن الحصول على خخصائض الراسم المعرف بالعلاقة 
زفق 1 82 ع بر 


* أى إنتقال فى اتحاه المنجه © مقياسه يساوى طول المتجه © . 
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)٠١( شكل‎ 


حيث 8 عدد مركب ثابتاء وذلك باستخدام الصورة القطبية لكل من #رظ . 
فإذا كانت “امم - ع و #امخ دم فإن 
(8+ #اأمترق ح بير 

أى أن التحويلة المعرفة بالمعادلة (؟) ترسم أى نقطة غير صفرية 2 احداثياتها القطبية 

(0,) فوق النقطة الغير صفرية التى إحداثياتها القطبية (6 + 8 ,مة) وهذا الراسم يتكون 
من دوران للمتجه الممثل للعدد 2 حول نقطة الآأصل بزاوية م حيث 

8 عمه - م مقرونا بتمدد ( تكبير) «وأكصهمور] أو إنكماش ( تصغير ) ممتاع دعاو 
للمتجه معامل ه حيث 2 |ه|-م . وبالتالى فإن صورة أى منطقة فى المستوى 
المركب 2 تكون مشابهة مانم 89هندسيا لهذه المنطقة . 

بتطبيق التحويلة )١(‏ على المتغير المركب « فى المعادلة (؟) فإننا نحصل على التحويلة 
الخخطية العامة 8هالأهسردره؟وسهما بوعملا اعم 
م (0 عو ه) © + هق ع بر 
والتى تتكون من دوران حول نقطة الأصل ومغير للبعد يعقبهما إنتقال . 
ولتوضيح ذلك سنعتبر التحويلة الخطية التالية : 

إفى - 2 + وق + 1) دس 
هذه التحويلة ترسم المنطقة المستطيلة فى المستوى المركب 2 ( 15 هو موضح بشكل 
)3١(‏ ) فوق المنطقة المستطيلة الموضحة فى المستوى المركب « . وهذا يمكن ملاحظته 
بوضوح أكثر إذا ما أد ركنا أن التحويلة (4) هى محصلة التحويلتين 
14+ 1) ج يز - 2 + 2 - م 
وحيث أن 4/ن) مره 2/ي. -: + 1 فإن التحويلة 1+1(2) - # تمثل دورانا حول نقطة 
الأصل بزاوية مقدارها 2/4 مقرونا يتكبير معامله 2ي. . أما التحويلة الثانية 
فتمثل إنتقالا بالمتجه الممثل للعدد المركب 24 . 
* يقال لراسم أنه مغير للبعد 111901012 إذا كان تكبيرا أو تصغيرا له . 


الرسم بدوال بسيطة 43 


1 
*” - الدالة اي 
المعادلة 
2000 عم 
تمثل تناظرا أحاديا بين النقط الغير صفرية للمستوى المركب # والنقط الغير ضفرية 
للمستوى المركب « . وحيث أن ]| - 22 فإن هذا الراسم يمكن وصف- تماماً 
بالتحويلتين الاتيتين على التعاقب 

1 
زفق 2-2 و دعسم 
التحويلة -2 عبارة عن تعاكس «وذ10865 بالنسبة للدائرة 1 -|2|؛ 
أى أن صورة أى نقطة غير صفرية 2 هى النقطة # بحيث 
.2 هته ع 2 ونة ار - اا 

وبالتالى فإن النقط الخارجية للدائرة 12-1 ترسم فوق النقط الداخلية الغير صفزية 
للدائرة وبالعكس ( شكل )١١(‏ ) . أما أى نقطة على هذه الدائرة فإنها ترسم فوق 
نفسها . وأما التحويلة الثانية 2 - سر فهى انعكاس 80160400 بالنسبة للمحور الحقيقى . 


22 
ا 
التحويلة .1/2 عبر 
شكل(١5)‏ . 
ويجب ملاحظة أن صورة الدائرة م -|2| هى الدائرة 6 - إس | . كذلك » فإن أى 
جوار » >|2| لنقطة الأصل , لا يحوى نقطة الأصل » يناظر الجوارة/! < |« |النقطة اللاغباية 
( بند (8) ) . وعليه فمن الطبيعى أن نعرف تحويلا 3 على المستوى المركب الممتد 
وذلك بكتابة 0 - (مه)1 ,مه > (1/2,200 > (7)2لبقية قم . بهذا تكون التحويلة 7 راسما 
أحاديا متصلا للمستوى المركب الممتد فوق نفسه . وقد سبق لنا إثبات اتصال هذه 
التحويلة فوق المستوى المركب الممتد وذلك فى تمرين ١١(‏ (أ) ) من بند )١5(‏ 
إذا كانت 4.»,ه,ه أعدادا حقيقية فإن المعادلة 
0ح 4 ل بن + ورم + (ثير عد تبر)ن 
تمثل دائرة أو خط مستقم وذلك حسها كانت 60و م او 0-» على الترتيب . بوضع 


-/1ام فان هذه المعادلة تصب- 
ا “0 دم بس برط + رقب شبوق 
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والتصور الحندسى هذه المعادلة يمكن ملاحظته إذا ما استخدمنا الاحدائيات الكارتيزية 
ومع مراعاة أن المعادلة 


: ع وز دير 
ترز + بر 
تؤدى إلى العلاقتون س دنر 
1 برج كبا 
أو العلاقتين 0 0 دم 
25 اتن 


أى أن» أى دائرة (0 مو م) لا تمر بنقطة الأصل (#60) ف المستوى المركب 2 
ترسم إلى دائرة لا تمر بنقطة الأصل فى المستوى المركب « . أما الدائرة المارة بنقطة 
الأصل ف المستوى المركب # فإنها ترسم إلى خط مستقيم لا يمر بنقطة الأصل فى 
المستوى الم كب « . كذلك فكل خط مستقم لا يمر بنقطة الأصل فى المستوى المركب 
يرسم إلى دائرة مارة بنقطة الأصل فى المستوى المركب «. وكل خط مستقم مار 
بنقطة الأصل فى المستوى المركب * يرسم إلى خط مستقيم مار بنقطة الأصل فى المستوى 
المركب « . فإذا ما اعتبرنا الخطوط المستقيمة فى المستوى المركب الممتد على أنها دوائر 
مارة بنقطة اللانباية فإنه يمكننا القول أن الراسم 3 السابق تعريفه يرسم دائماً الدوائر إلى 
دوائر . 

ويجب ملاحظة أن الخط المستقيم رن - “ا , حيث 0عو ,م » يرسم إلى الدائرة 
زفة 0 2 جاتير 
التى تمس محور الاحداثيات » عند نقطة الأصل » ويجب كذلك ملاحظة أن الخط 
المستقم ين - وء حيث 0 عورم يرسم إلى الدائرة . 
5( 2-0 تن شير 
التى تمس محور الاحدائيات «٠‏ عند نقطة الأصل ( انظر شكل .))١5١(‏ 


الرسم بدوال بسيطة 3 


نصف المستوى يع < بر , حيث 0< )2 » يرسم إلى المنطقة 


د 
5( ل 2 
:0 2 102 
1 )»م لوم 
26 2“ 


أى أن صورة أى نقطة فى نصف المستوى المعطى تقع داخخل الدائرة المعطاةبالمعادلة 
() . وبالعكس . فإن أى نقطة داخلية هذه الدائرة تحقق المتباينة (0) وبالتالى فإنها 
تكون صورة لنقطة فى نصف المستوى المعطى . من هذا يتتج أن صورة نصف المستوى 
المعطلى هى داخلية الدائرة ( المنطقة الداخلية للدائرة ) . ْ 

الدالة ‏ 1/2 تلعب دورا هاما فى دراسة خواص دالة ما ؛ عندما تشمل هذه 
الدراسة نقطة اللانهاية . إذا كانت نباية (2)] عندما تؤول * إلى مه تساوى العدد 
المركب و«#اء فإنه يمكننا تعريف / عند ب على أنها م” وبالتالى فإن ؛ تصبح 
متصلة عند اللانهاية و بالتالى نكتب 0 > 60ر3 ويمكن تعبين العدد م« أيضاً 
وذلك بحساب نباية للف عندما تؤول ‏ إلى الصفر . وذلك لأنه من 
تعريفات النبايات المعطى فى بند )١١(‏ 

1 5 1 

نه ب« جه «دهرين 
بنفس الطريقة يمكننا أن نجعل الدالة 6 متصلة عند نقطة ما م2 وذلك بكتابة مه - (وع)/ 
وذلك فى الحالة التى تكون فيها نهاية (1/1)2: تساوى صفرا عندما تؤول 2 إلى 20 . ويجب 
ملاحظة أن هذا يتفق تماماً مع التعريف المعطى للدالة 3 فى بداية هذا البند وذلك عند 
توسيع نطاق تعريف الدالة 1/2 ليشمل النقطة © 

ولتوضيح ,ذلك دعا تعتير الذالة 0 
001 
لجعل هذه الدالة متصلة عند نكتب 4- (مم)لر وذلك حيث أن الدالة 

4 1 
جج - ()/ 


تؤول إلى 4 عندما تؤول :إلى الصفر . من الممكن أيضاً أن نجعل ؟ متصلة عند النقطة 
-١‏ 2 وذلك بكتابة ٠‏ - (1)كر حيث أن نهاية الدالة 212 تسلوى صفراً 
عندما تؤول ‏ إلى 1 

وأخيرا » فإنه يمكننا كتابة > (6)/ إذا كانت نهاية الدالة (1//01/2 تساوى الصفر 
عندما تؤول + إلى الصفر 
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تمارين 


1 


-4 


اثبت أن التحويلة 2ة - #» تمل دورانا للمستوى المركب 2 بزاوية مقدارها 
2 . أوجد صورة الشريحة اللانهائية 1 > >0 بهذه التحويلة, 

الإجابة : 1 >ه >0 

اثبت أن التحويلة ف + >ة - « ترسم نصف المستوى ‏ 0<ي 

فوق نصف المستوى 1 < ٠‏ 


عين المنطقة التى يرسم فوقها نصف المستوى 0<ير بالتحويلة *(ا + 1) - م 
وذلك باستخدام : 

(أ الاحداثيات القطبية ( رب) الاحدائيات الكارتيزية 

ارسم هذه المنطقة 

الإجابة : [7للسال 


أوجد صورة المنطقة 1<ر بالتحويلة عض -- 1) جداسر 


أوجد صورة الشريحة نصف اللانهائية 2 >بر>0,0<» بالتحويلة | + بم ع «. 
ارسم هذه الشريحة وكذلك صورتها 
الإجابة ا 
صف هندسيا التحويلة (0© + 2) 8 - « حيث 8,60 اعدادا مركبة ثابتة مده 
اثبت أنه إذا كانت 0 >- © فإن صورة نصف المستوى,» > بد بالتحويلة 1/2 د سر هى 
داخلية دائرة . 
ماذا تكون صورة نصف المستوى عندما © - رع ؟ 
إثبت أن صورة نصف المستوى ,م دير بالتحويلة -/1 - ا تكون داخلية دائرة وذلك 
بشرط أن 0<.م . اوجد صورة نصف المستوى عندما تكون 62>0 وكذلك 
عندما 0ه - ي» 
أوجد صورة الشريحة اللانبائية 1/020 > بر >0 بالتحويلة /! -- * ارسم هذه الشريحة وصورتما 
الإجابة  :‏ 0 من ,2م < 2م +م) تير 
أوجد صورة ربع المستوى 0< بر ,1 < ب بالتحويلة 1/2 - بم 

الإجابة: 0 مرج > لجس| 
تحقق من أن صور المناطق والحدود الموضحة فى 
(أ) شكل (4) ملحق (؟) 2 (ب) شكل (ه) ملحق (؟) 
بالراسم ,1 سر تكون كم هى مبينة هناك . 


- صف هندسيا التحويلة (1/2-1 عن 
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٠‏ - صف هندسيا التحويلة 2/,- د وبين كذلك أنها ترسم الدوائر إلى دوائر والخطوط 
المستقيمة إلى خطوط مستقيمة . 
4 - أوجد صورة الشريحة نصف - اللانائية 1 > برك 0 ,0< + بالتحويلة عرز- بر .ارسم 
هذ الشريحة وصورتها 
الإجابة : 5ه < م ,5/2 5 4 5 0 حيث عاهم س بوره 
© - أوجد صورة القطع الزائد 1 - تبر 2م بالعحويلة 1/2 > مر 
الإجابة : 20 ومن - 2م حيث امم - بر 
- اعتبر اتجاها دورانيا للدائرة 2-1 طد عقارب الساعة . عين الاتجاه الدورانى 
لصورتها بالتحويلة م/1 حسم 
- اثبت أنه عندما ترسم دائرة إلى دائرة بالتحويلة 1/2 فإن مركز الدائرة الأصلية 
لا يمكن أن يرسم فوق مركز الدائرة الصورة . 
- اثبت التقرير (5) من بند (:”) . 
8 - اثبت أن 
©-وج هه جه م-مدط 
9٠‏ - عين ( ,م (صم بحيث إذا كانت + 
,(6 ,1- عوج) 


فإن الدالة ؛ تصبح متصلة فى المستوى المركب الممتد بأكمله . 
الإجابة : 1- - (م)رره -(1-)/ 


2 
2+1 


ح زمار 


-- التحو يلات الخخنطية الكسر يه كممتأقسعه كمه لمسممتاعة] موعماآ 


0 (0 عوءط - 4ن) 1 
)0( 4 + عه 
حيث 4.ع,ط,ه اعداد مركبة ثابتة » تسمى تحويلة خطية كسرية أو تحويلة موييس 
«متاهصسمه]كصدها كستطو388: عندما 0 د» فإن هذه التحويلة تصبح تحويلة خطية ( بند 
)*1١(‏ ). عندما 0غعوه فإنه يمكن كتابة المعادلة. 1م عل الصورة 


+ سح بور 


افق 5 2+4 هم 3 3 
وهذه الصورة الآخيرة توضح كيف أن الشرط 0عومة هم يضمن ننا أن التحويلة 
الخطية الكسرية ليست دالة ثابتة . 
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إذا حررنا المعادلة )١(‏ من الكسور فإنها تأخذ الصورة 
زضسة 0ع 2 + س0 + و8 + بورو4ام 
وهذه المعادلة الأخيرة تكون خطية بالنسبة إلى “كل من وى أى أنها ثنائية الخطية 
عوءمنانه فى 2,5 . وبالتالى فإنه يمكننا إعطاء اسم آخر هو التحويلة الثنائية الخطية 
دمتتعسصده كمه بوعدزلةه للتحويلة الخطية الكسر ية. 

بحل المعادلة )١(‏ بالنسبة إلى 2 فإننا نجد أن 
تك + م4 - 


4 عدم 
2 - لم 


وبالتالى إذا كانت ٠‏ - » فإن كل نقطة من نقط المستوى المركب « تكون صورة نقطة 
وحيدة من نقط المستوى المركب 2 . وهذا أيضاً صحيح إذا كانت :ووم وذلك فيما 
عدا عند النقطة مإه سر . سنقوم الآن بتوسيع نطاق تعريف التحويلة )١(‏ وذلك 
للحصول على تحويلة خطية كسرية 7 معرفة على المستوى المركب الممتد 2 بأكمله . 
لذلك سنكتب أولا 


2 (2) 


12)2( - 


وسنكتب بعد ذلك م ع (مه)1 إذا كانت م - » » وسسكتب م/م - (م)1 ؛ م - 4/0 
إذا كانت 0عوم.وهذا يتفق مع ما اصطلحنا عليه فى نباية البند السابق . 

وبتوسيع نطاق تعريف الدالة الخطية الكسرية ببذه الصورة » فإنها تصبح راسما أحاديا من 
المستوى الم كب الممتد فوق نفسه . أى أن ء 2227 عو زرج)1 طلما كان يعو رت ولكل 
نقطة « فى المستوى المركب الممتد يوجد نقطة * فى نفس المستوى بحيث «-7560 . 
وبالتالى فإنه لابد وأن تصاحب التحويلة 7 تحويلة أخرى 7-1 ( تسمى تحويلة عكسية أو 
معكوس التحويلة 7 ) معرفة أيضأ على المستوى المركب الممتد كالتالى : 


> (202 حه 2 ع )1-1 
إذا أحللنا كل من #,2 مكان الآخر فى هذا التعريف وف المعادلة (4) فإننا نجد 
.(0 عمط - لهه) لاد 500 
4 2 - 


أى أن 5-1 هى أيضاً تحويلة خطية كسرية حيث ا إذا كانت م دعو 
- و77 او عك- ع (م)-7 إذا كانت 0غوم. 
إذا كانت 1,58 تحويلتين خطيتين كسريتين فإن محصلتهما [2) 5] 8 تكون تحويلة 
خطية كسرية. وهذا يمكن التحقق منه بسهولة وذلك بتحصيل تعبيرين على 
شاكلة (ه) . 


1 
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لقد لاحظنا أنه إذا كانت ه - » فإن التحويلة الخطية الكسرية )١(‏ تأخذ الصورة 
الخاصة © + #ظ- م« حيث 0عوع. من ناحية أخرى. إذا كانت 0غوم 
فإن الصورة (؟) للمعادلة )١(‏ توضح أن التحويلة الخطية الكسرية تكون محصلة 
التحويلات الخاصة 


00 ع 1 
84 5 هم 


+ م عدور 0-7 
3 2 2 


من هذا ينتج أن التحويلة الخطية الكسرية ترسم دائما الدوائر إلى دوائر وذلك حيث أن 
كلا من هذه التحويلات الكسرية الخاصة ترسم الدوائر إلى دوائر ( انظر بندى (91) » 
9؟*) ) . ويجب ملاحظة أننا نعتبر دائماً الخطوط المستقيمة فى المستوى المركب الممتد 
دوائر مارة بنقطة اللانهاية . 


ع لآ ,4 +ع - 2 


ويجدر بنا أن ننوه إلى أنه توجد تحويلة خطية كسرية وحيدة ترسم أى ثلاث نقط 
مختلفة معطاة 210110113 فوق ثلاث نقط مختلفة محددة كيل يل فيا عل الترتيب : وفى 
الحقيقة فإن المعادلة 
5 (وت - و2)لج - 2) 4 الا اسن 
600 (2 - وع)لرة - 2) لاح وس)زوم -س) 


تعطى هذه التحويلة الوحيدة . ولتوضيح ذلك » يجب أولا ملاحظة أنه يمكن كتابة 
المعادلة (5) على الصورة المكاففة 
 )7(‏ ,(رطا- وس)(وت - يع)(وس- س)زيج - 2) - روس - و0( ,2 - يع)(رس - م)روج - 2) 
وهذه الصورة الأخيرة يمكن وضعها بالتالى على الصورة (؟) وذلك بفك الأقواس . ثانيا 
يجب ملاحظة أنه إذا كان و - * فإن الطرف الأيمن من المتطابقة () ينعدم و بالتالى 
فإن .« - » . بلمثل , إذا كان و2 - 2 فإن الطرف الأيسر من المتطابقة (1) ينعدم 
وبالتالى فإن وس - س . إذا كان و - 2 فإننا نحصل على المعادلة الخطية 

ان تابغرل 
التى حلها الوحيد.هو 2» - » . وكتمرين سنترك للقارىء مهمة إثبات أن المعادلة (5) 
تعين التحويلة الخطية الكسرية الوحيدة التى ترسم النقط و2,جم,ة فوق النقط وم«,1,52» 


على الترتيب . 


ويمكن دائماً اعتبار نقطة اللانهاية على أنها إحدى النقط المعينة سواء فى المستوى 
المركب 2 أو المستوى المركب « وذلك عند استخدامنا للمعادلة (5) . فمثلا إذا كانت 
مه - وم فإننا نضع ,م/1 بدلا من 2« فى هذه المعادلة ثم نكتب ٠‏ - ني« » وذلك 
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بعد إجراء الاختصارات اللازمة فى كل من بسط ؤمقام الطرف الأيسر من المعادلة 
(ك5). وهذا يؤدى للحصول على المعادلة 


)23 - يلج - 2) 5 لاسا 
بك “2 - وت)(وه - 2) و > بو 


ولنوضح ما ذكرناه » دعنا نعين التحويلة الخطية الكسرية 7 التى ترسم : 
1- - وميه - ج12 - ره فوق 1 - وم ,ده - وم - ,ا على الترتيب . بالتعويض 
بالقم المعطاة 20 0000 فى المعادلة (8) فإننا نجد أن 
6-0 +22 + ااي 
ومن السهل التخقق من أن النقط المعطاة فى المستوى المركب « ترسم فوق النقط المحددة 
فى المستوى المركب 8 . 


4” - بعض التحويلات الخطية الكسرية الخاصة 
1لولرة؟ لقسمتاعةء]! 'تمعمتآ لمأععمم 
دعنا نحاول تعيين كل التحويلات الخطية الكسرية التى ترسم نصف المستوى العلوى 
2<0م] فوق القرص الدائرى 1>إس| الذى نصف قطره الوحدة حيث أن 
التحويلة الخطية الكسرية 


بلق (0 ع »6 - هم) 7 
4 +دعه 


ترسم دائماً الخطوط المستقيمة فى المستوى'المركب * إلى دوائر أو خطوط مستقيمة فى 
المستوى المركب « » فإنه ينتج أن حد نصفف المستوى 6د (أى الخط المستقم 
0و- دمر ) يرسم إما إلى دائرة أو خط مستقم . وفى الحقيقة فإن الخط المستقيم 
ه - س1 لابد وأن يرسم إلى دائرة وذلك لأن صورته تكون محتواة فى القرص الدائرى 
1 > || وبالتالى فإنها لابد وأن تكون محدودة . دعنا نفترض الآن أن بعض نقط هذه 
الدائرة ( أى صورة الخط المستقم ه - 2 «1) تنتمى إلى داخلية الدائرة : 

1 - مإ أى الفعة 1 > إس| ) . حيث أن الدالة المعرفة بالمعادلة )١(‏ دالة متصلة للمتغير 
> فإنه لابد وأن توجد نقطة أسفل محور السيئات مباشرة ترسم فوق نقطة بالقرب من 
هذه الدائرة وتنتمى إلى داخلية الدائرة 1-|«| . ولكن هذه النقطة ذاتها ستكون 
أيضاً صورة لنقطة على أو فوق محور السينات وذلك حيث أن التحويلة المطلوبة ترسم 
نصف المستوى فوق القرص الدائرى . ولكن هذا يناقض حقيقة أن التحويلة الخطية 
الكسرية المعرفة على المستوى بأكمله تمثل راسما أحاديا . وبالتالى فإن صورة الخط 
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المستقم ه - 1#( حد نصف المستوى ) لابد وأن تكون الدائرة 1-|| ( أى حد 
القرص الدائرى ) . 


الآنهالتحويلة الخطية الكسرية التى ترسم الخط المستقم © - #سة فوق الدائرة! - || 
تتعين بصورة وحيدة إذا أعطينا ثلاث نقط على الخط المستقم وصورها على الدائرة . 
لنفترض أننا اخترنا النقط مه - ع »1 > » 0 ع على الخط المستقم ولنحاول تعيين كل 
التحويلات الخطية على الصورة )١(‏ التى ترسم هذه النقط فوق نقط تنتمى للدائرة 
دس من المعادلة »)١(‏ نجد أن 


00 افا |4 ا هه 00دم ا ,د إباسنى 
زه اها > اءا ه<- .مه ١د‏ رداص 
من المعادلة () وحقيقة أن 0 ع#وءم - 4ه فإنه ينتج أن معدم و 0عوم .إذن 
وإ + :2 ه 
5 د عور 
1 0 +مء 
_- 
متحةمن - 
١ 2-2 (5‏ 


»؛ وهذا يرجع إلى أن 1-إمره| »حيث »ه ثابت حقيقى اختيارى وحيث 20,20 
أعدادا مركبة ثابتة.من معادلتى »)١(‏ (9) نعلم أن8/61|- إء/هاو بالتالى فإ 1مد| - 1هاء 
المطلوب. الآن أن تكون المعادلة (4) أيضاً متحققة باستيفاء الشرط 1 - |سم| 

عندما 1 -+ . وهذا يؤدى إلى أن 


: ,أمة - 1د | - ذا 
او 
.)20 -20)1 - 1) > (2,0 - 21 01 
ولكن ,تمه - ي#ره وذلك حيث أن |مه| - |,د| و بالتالى فإن هذه العلاقة الأخيرة 
تؤول إلى 
رو + م2 > رة + 21 
أو م2 - 8021 . من هذا ينتج أنه إما أن يكون مد - 21 أو م2 - ,2 (هذاراجع 
مرة أخرى إلى أذ 21| > |,2| ) . والشرط ىدع إ يعنى أن الراسم ءام بر 
يرسم المستوى المركب * باكمله فوق نقطة واحدة . وبالتالى فلابد وأن تكون م2 - رم. 
إذن التحويلة المطلوبة لابد وأن تكون على الصورة 


)25 #لساكه 
و#اعدج 


عاى ب بيو 
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لاحظ أن النقطة ه-* هى صورة مخ . وبالتالى فإن النقطة م2 لابد وأن تقع فوق المحور 
الحقيقى » أى 
١ت‏ .لا < 20 10 
بقى الآن أن نبين أنه بتحقق الشرط (5) فإن التحويلة (5) ترسم فعلا نصف المستوى 
0 < 2صة فوق القرص الدائرى ‏ > إس| . وسنحقق هذا بتفسير المعادلة 

١‏ ام - جا 

أم2- | 5 

هندسيا . إذا كانت النقطة 2 تقع فوق المحور الحقيقى . فمعنى هذا أنها والنقطة م2 تقعان 
على جانب واحد من المحور الحقيقى الذى هو فى الواقع المنصف العمودى للقطعة 
المستقيمة الواصلة بين النقطتين ,ج , ,ن . من هذا ينتج أن المسافة |م2-2| تكون 
أقل من المسافة م2 - 2| ( شكل (77) ) ءأى أن 1 >إس| . بالمثل . إذا كانته 
تقع تحت انحور الحقيقى فإن المسافة |2 - 2| تكون أكبر من المسافة [2- 2/ وبالتالى فإن 
1< |« حيث أن كل تحويلة خطية كسرية تكون راسم أحادى من المستوى المركب 
الممتد فوق نفسه فإنه ينتج أن كل نقطة « . بحيث ١‏ >[+| لابد وأن تكون صورة نقطة 
وحيدة 2 فوق المحور الحقيقى . 

نما سبق نستخلص أن أى تحويلة خطية كسرية على الصورة (0) » حيث العدد 
الحقيقى اختيارى:وحيث الجزء التخيل من العدد المركب 2 موجب »ء تمثل راسما 
أحاديا يرسم نصف المسبتوى 0 < 2 د10 فوق القرص الدائرى لك إساء 


> إما 


الرسم بدوال بسيطة 49 


وهذه النتيجة يمكن استخدامها لتوضيح أن التحويلة امحايدة ليست بالضرورة الراسم 
الوحيد الذى يرسم نطاقا معينا فوق نفسه . وفى الحقيقة فإن أى تحويلة خطية كسرية 
على 'لصورة 
0( 1 
حيث » عدد حقيقى ٠‏ 1>إم2]| » تمثل راسما أحاديا يرسم القرص الدائرى 
|2|>١‏ فوق القرص الدائرى 1>|«]| . وسنترك مهمة إثبات ذلك للقارىء 
كتمرين . 
تمارين 
١‏ - أوجد التحويلة الخطية الكسرية التى ترسم النقط 2- - ,م - .2 ,2-2 فوق النقط 
21ح وبر ,م ح يبول ,1 ع وبر على الترتيب 
الإجابة : (6 + 2ز)/20 + 32) ح سر 
#لس أوجد التحويلة الخطية الكسرية التى ترسم النقط /> ده 0ع يع بز حارج فوق النقط 
> رمدم > وم ,1- > رم على الترتيب . ما هى صورة احور التخيلى بهذه التحويلة ؟ 
#اام أوجد التحويلة ثنائية الخطية التى ترسم النقط 0 ود د وه,ه درج فوق النقط 
60 ع وبر ,م عد وصز ,0 ع ,بور 
الإجابة : مم1 حبر 
4 - أوجد التحويلة ثائية الخطية التى ترسم النقط و.ر»,: فوق التقط © > وما ,1ح رم ,0 عد وبر 
الإجابة : رت - معاد - م)]لآ(ده - مع)(ه سج دمر 
© - اثبت أن تحصيل تحويلتين خطيتين كسريتين يكون دائمأ تحويلة خطية كسرية . 
5 - يقال لنقطة حت أنها نقطة ثابتة بالدسبة للراسم (1)2-"« إذا كان (4)20 -م2 . إثبت أن 
كل تحويلة ثنائية الخطية , فيما عدا التحويلة الحايدة #-« ء يكون لا على الأكثر 
نقطتان ثابتان فى المستوى المركب الممتد . 
/ا. - أوجد النقط النابتة ( تمرين (5) ) للتحويلات التالية : 


إل4 (1 +1(/)2 -ع) ع مر 3 رب) عرو -ج6) - بر 
الأجوبة: ‏ () ددج 2 ب 3ج 


- عدل معادلة (5) من بند (*”) للحالة التى تكون فيها كل من 22,8 هى نقطة 
اللانهاية . ثم اثبت أن أى تحويلة خطية كسرية لابد وأن تكون على الصورة بمه- م« 
عندما تكون نقطتاها الثابسان ( تمرين (5) ) هما صفر » © . 

8 - اثبت أنه إذا كانت نقطة الأصل نقطة ثابتة ( تمرين 5 ) لتحويلة خطية كسرية » فإن 
هذه التحويلة يمكن كتابتها على الصورة «4 +مم)/ج - مر. 


-5١ 


8 


ه- 


1 النغيرات المركبة وتطبيقات 


تحقق من أن الراسم (1 + 1(/)2 -2) - «« يرسم النطاق المعطى بشكل )١7(‏ ملحق (؟) 
فوق النطاق المعطى بنفس الشكل.. 
عين الكميات الثابتة فى التحويلة (ه) من بند (4”) التى ترسم نصف المستوى0 < 2 100 
فوق القرص الدائرى 1 > || بحيث تكون صور النقط 1م ,0-ء ,ه -2 هى 
النقط :سر ,1س ,1 مد على الترتيب . اثبت أن صورة الجزء الموجب من محور 
السينات هى النصف العلوى للدائرة 1-|| . ثم حقق صحة الراسم الموضح بشبكل 
)١195‏ ملحق (5) . 
استخدم التحويلة (ه + :)/(2 -) - « الموضحة بشكل )١7(‏ ملحق (7) لإثبات أن القرص 
الدائرى 1 > |1--2| يرسم فوق نصف المستوى. 0 > د26 بالتحويلة الخطية الكسرية 
سج دس 

اقتراح : قم أولا بإجراء انتقال مقياسه الوحدة فى اتجاه اليسار للقرص 
الدائرى المعطى . بعد ذلك استخدم معكوس التحويلة المعطاة فى بند (؟) لرسم القرص 
وأتبع ذلك بدوران مقياسه 2/-. 
التحويلة (ه) من بند (4 *) بالاضافة إلى الشرط (5) ترسم النقطة ‏ - 2 فوق النقطة 
() مده - ب التى تقع على حد القرص الدائرى .1 5 || ر أى على الدائرة 1 -|«[). 
إثبت أنه إذا كان «2 > » >0 وكانت النقط1 - ء, 0- 2 ترسم فوق النقط: 


(2/»:) ويه ع سر 1ع سر على الترتيب فإنه يمكن كتابة التحويلة على الصورة 
(2/ء نع وه داع 


ل ر1) فج 


لاحظ أنه عندما. تكون 2/-» فإن التحويلة المعطاة فى مسألة )١*(‏ تصبح 
0 1 د مر 
1 ' (4/جة) ممه +ع 
حقق أن هذه التحويلة الخاصة ترسم نصف المستوى 0< بز وإجزاء من حده م هو 


موضح بشكل )١514(‏ 
اثبت أنه عندما تكون 0 >20 :م1 فإن التحويلة (©) من بند (4”) ترسم نصف المستوى 
السفقى 2-0 س1 فوق القرص الدائرى 1 ك |«|. 
استخلص التحويلة (لا) من بند (94). 
اقتراح : من الممكن استخدام تحويلتين خطيتين كسريتين متتابعتين الأولى ترسم القرص 
الدائرى 1 >2 فوق نصف المستوى 0 < 2 :م1 والثانية ترسم نصف المستوى الآخير 
فوق القرص الدائرى 1 5 |"«| . 
اثبت أنه عندما تكون 0ب م: فإن التحويلة (/1) من بند (7”84) تكون دورانا للمستوى 
حول نقطة الأصل بزاوية مقدارها + >. 


الرسم بدوال بسيطة َك 


8 - ائبت أنه لا توجد تحويلة خطية كسرية على الصورة () من بند (4*) ترسم القرص 
الدائرى1 > | فوق القرص الدائرى 51« بحيث ترسم التقط 1- ع وت ,> مه ,1 ع ره 
فوق النقط 1- ح وبر ,- ح وم ,1ح ,ا على الترتيب . 


سر 
2 
دع 6 8 4 
>«اى باهز 
التحويلة ا 
شكل )١4(‏ 


- اثبت أن معادلة (5) من بند ("/ تعين التحويلة الخطية الكسرية الوحيدة التى ترسم 
ثلاث نقاط مختلفة معطاة دي ,د ,,2 فوق ثلاث نقاط مختلفة محددة رس ,د« رم 
عل الترتيب . 
اقتراح : افرض أن 5 تحويلتان خطيتان كسريتان تحققان الشروط المعطاة 
باستخدام نتيجة مسألة (5) إثبت أن [(2)]:-ى سد هى التحويلة المحايدة 2 - م 
٠‏ - ائبت أنه إذا رسمت تحويلة ثنائية الخطية كل نقطة من نقط محور السينات فوق نقطة من 
نقط محور الاحداثيات. د فإن المعاملات فى هذه التحويلة تكون كلها حقيقية . فيما عدا 
ربما لعامل مشترك مركب . ومعكوس هذا التقرير واضح . 
ه" - الدالة 23 ووناعوب8 16 
دعنا أولا نعتبر التحويلة 
222 2 دار 
التى يمكن وصفها بسهولة باستخدام الاحدائيات القطبية . إذا كان "مم > : ,هاوم - برفإن 
,28ج 2م د فوم 
و بالتالى فإن صورة أى نقطة غير صفرية # يمكن إيجادها بتربيع مقياس العدد 2 ومضاعفة 
سعة العدد 2 » أى أن 
2 هه 2 ع نا نه 2 27 ع إمرا 
لاحظ أن التحويلة )١(‏ ترسم المستوى. المركب * بأكمله فوقالمستوى المركب * 
بأكمله . وهذه التحويلة تكون راسما أحاديا من الربع الأول 2 0,0505<+ من 
المستوى المركب * فوق نصف المستوى العلوى جرفي 0,0 <م2 مزنالمستوى, 


يذ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


المركب « ( شكل (50؟) ).كذلك فإنها تكون راسما من نصف المستوى العلوى 
مم من المستوى المركب + فوق المستوى المركب « بأكمله . ولكن 
يجب ملاحظة أنه فى هذه الحالة لا تكون التحويلة أحادية وذلك حيث أن كلا من الجزء 
الموجب والجزء السالب من المحور الحقيقى فى المستوى المركب 2 يرسم فوق الجزء 
الموجب من المحور الحقيقى ف المستوى المركب « . 

الدائرة م-م ترسم إلى الدائرة #مم - م » والقطاع '2/ج > 056 ,., 5+ يرسم فوق 
المنطقة النصف دائرية » > ف ك 702,0 5 ماويكون الراسم أحاديا فى هذه الحالة 


شكلره0). 


بدلالة الاحداثيات الكارتيزية تكون التحويلة 22د سر هى 
م12 + غير تبر د وز ل يز 

وبألتالى فإن صورة القطع الزائد (0 عن ,م) ,ع - ير #بدتكون الخط المستقيم و»-ها ع أن 
صورة القطع الزائد (0 ع يه) ره - برد2 تكون الخط المستقيم 0-2 . وهده القطاعات 
الزائدة'سبق تمثيلها بيانيا بالباب الثانى ( شكل )١7(‏ ) . 

من البديهى أن أى نقطتين غير صفريتين 2-, 2 يكون هما دائماً نفس الصورة » ؟ أن 
كل نقطة من نقط .الخط المستقيم و»-ه تكون صورة لثل هاتين النقطتين فقط فى 
المستوى المركب * . وهاتان النقطتان تقعان على فرعين مختلفين للقطع الزائد مستيرسةهر 
من هذا ينتج أن النقط الواقعة على فرع معين للقطع الزائد تكون فى تناظر أحادى مع 
نقط الخط المستقم وه ده . 

بالمثل » الراسم الذى يرسم القطع الزائد وء- 290 فوق الخط المستقيم يكون راسما 
أحاديا يرسم كل فرع لهذا القطع فوق هذا الخط المستقم . 


الرسم بدوال بسيطة ول 


ومن السهل الحصول على صور المناطق التى تحتوى حدودها مثل هذه القطاعات 
الزائدة . فمثلا » لاحظ أن النطاق 1 > ترد ,0 < بر ,0 < بر يتكون من جميع النقط الواقعة 
على الأفرع العليا من القطاعات الزائدة التى تنتمى للعائلة ع<دويم 
حيث 10>م>0 . وبالتالى فإن صور هذا النطاق تتكون من جميع النقط الواقعة 
على الخطوط المستقيمة م02 . أى أن صورة النطاق المعطى هى الشريحة الأفقية 
0>0>2 ع عندما يكون م علداً صحيحاً ويا فإن التحويلة 


0 ##تعدسر | أو ميخرت علوم 


التحويلة 8م م بور 
شكل )3١(‏ 


ترسم المطقة”/5 5 0 5 0 ,0< + فوق نصف المستوى العلوى * 5 # 5 0,0< م ( شكل 
)١١(‏ ).هذه التحويلة ترسم المستوى المركب 2 بأكمله فوق المستوى المركب « 
بأكمله » حيث تكون كل نقطة غير صفرية فى المستوى المركب « صورة « من النقط 
امختلفة فى المستوى المركب * . والدائرة م-م ترسْم فوق الدائرة"م, - مء م أن القوس 
«/2 > 059 .ه: > + من الدائرة .م م يرسم فوق الدائرة “مم - م ويكون الراسم فى 
هذه الحالة أحاديا . 


5" - الدالة 2انج 


من بند (1) نعلم أن قيم 21/2 هما الجذران المربعان للعدد المركب 2 عندما عو . 
وقد رأينا فى بند (58) أن هذه الدالة المتعددة القم يمكن كتابتها أيضاً على الصورة 
به .(0عوج) (2 4168 وين ع 2لاع 

إذا استخدمنا الاحدائيات القطبية وراعينا حقيقة أن(م/2 + ©): + م همآ - 2 هماحيث 
#.ظنة - © ,إء|-ء , ...,22 ,1+ ,0- 6 فإنه يمكننا كتابة معادلة )١(‏ على الصورة 


زفق (0,4-0,1 دم ل كمون بل - تاج 


5 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


وحيث أن الدالة الأسية المركبة دورية ودورتها 27 ه فإن )١(‏ تعطى قيمتى 212 لكل 

'عدد مركب غير صفرى 2 عندما 6-1 و 24-0. 

. الفرع الأساسى و" للدالة المتعددة اليم 202 هى الدالة التحليلية التى نحصل عليها 

من معادلة )١(‏ وذلك باستخدام الفرع الاأساسى للدالة 2 ه19 . وبالتالى » إذا وضعنا 

ه-ها فى المعادلة (؟) » فإننا نجد ان 1 

زضف .(2 > © > جد ,0< كمه عل - (قارة 

الشعاع م - © هو الفرع القاطع للدالة م8 » كا أن النقطة ه- هى نقطة التفرع . 

.وجب ملاحظة أن الطرف الأيمن من معادلة () معرف لانقط الواقعة على الفرع القاطع 

للدالة م#هإلا أن الدالة التى نحصل عليها فى هذه الحالة بتوسيع نطاق التعريف لا تكون 

حتى متصلة عند هذه النقط . وهذا يرجع إلى حقيقة أن هناك قيما للمتغير © 

قريبة جدا من # وكذلك قيما لنفس المتغير قريبة جدا من #- فى أى جوار 

لنقطة على الجزء السالب من احور الحقيقى . 

التحويلة ()70 -/«د ترسم النطاق 2 » > © >م- ,0<م فوق نصف المستوى الأيمن 
2 > ف > 0/2 - ,0 < م من المستوى المركب ب«محيث فاهم - بر ٠كذلك‏ فإن نفس 
هذه التحويلة ترسم النطاق > > © > ع- ,وم )3 >0 فوق نصف القرص الدائرى 

2 > ف > 2م- روأل. كم > 0( شكل (707) ) حيث 8-69/2 2 “لدم ٠‏ 
عند وضع 1م ف المعادلة (؟) فإننا نمحصل على الفرع 


زفق > © >ع- ,0< لشفل 


وين عن - (2)ك 


462 0. 


التحويلة ,(7 > © ع جد ,0 حام) قاهان م لدع (ج)ر1 ع بر 
شكل (307) 
حيث أن1- - () ويه فإنه ينتج أن (و)رم- - (5,)2 .و بالتالى فإن القم 50+ تمثل 
جميع قم 12ج لجميع نقط النطاق > © > ج- ,0< م.إذا استخدمنا الصيغة (؟) لتوسيع 
نطاق تعريف .8 ليشمل الشعاعج ب © وإذا كتبنا 5060-0 فإن القم 706+ 2 تمثل 
فى هذه الحالة جميع قبم :2 على المستوى المركب 2 بأكمله . 


الرسم بدوال بسيطة 00 


ومن الممكن الحصول على أفرع أخرى للدالة 212 وذلك باستخدام أفرع أخرى 
متباينة للدالة #هها فى الضيغة )١(‏ . فمثلا الفرع الذى فرعه القاطع هو الشعاع 
» - 8 يعطى بالعلاقة 5 
0 .(ج2 + » > 86> ه ,0< ) يمن ل - امل 
ويجب ملاحظة أنه عندما تكونج- - »م فإننا نمحصل على الفرع (50)2 وعندما تكون 
> - ع فإننا نمحصل على الفرع (2)و . م فى حالتى ],.ن8 فإنه يمكننا توسيع نطاق تعريف 
0 ليشمل المستوى المركب باكمله وذلك باستخدام الصيغة (0) لتعريف وك عند 
النتقط الغير صفرية على الفرع القاطع وكتابة 0 - (0):/ر ولكن يجب ملاحظة أن الدوال 
التى نحصل عليها بتوسيع نطاق التعريف كم هو مذكور أعلاه لا تكون بالطبع متصلة 
فى المستوى المركب باكمله . 

من المفيد أحياناً أن نتذكر أنه إذا كان ©)ير- م فإن 2سدج2. فمثلاء من 
المعلوم ( بند (5) ) أن الدالة 2 -« تمثل راسما أحاديا من فرع القطع الزائد 29-1 
الواقع فى الربع الأول من المستوى المركب + فوق الخط المستقيم 1ه فىالمستوى 
المركب « . وبالتالى فإذا ما أبدلنا المستويين المركبين «,2 كل مكان الآخر فإننا نجد أن 
الفرع مر » للفرع القاطع 0 - - 8 » يكون راسما أحاديا من الخط المستقم ١‏ - لوفى المستوى 
الم ركب « فوق فر ع القطع الزائد 1 - سس الواقع فى الربع الأول منالمستوى ال مركب لم 


لا" - دوال أخرى غير قياسية دومناعمن! لمدهأ)و1 01 
للعدد المركب 2 عندما ويموج » ومن بند (8/؟) نعلم أن الدالة المتعددة القم اج يمكن 


كتابتها على الصورة 
1 1/8 
.(0 عوج) 1 108 ( واء ع "لاع 


حيث أن 2/0 + ©) + م وما - ع هوا » حيشج ويخ - © ,إو| دع,... ,22 ,1ه ,0- / 

فإننا نجد أن 

)20 1 -ه,... ,2 ,1 ,0 ع #) و 
وقد تعرضنا فى البند السابق للحالة التى فيها 2-« . فى الحالة العامة » نجد أن كل داله 

من الدوال 

قف 


0 © و د لج 


انشتخطتاد يت 7/ة - زمارل 


(5-1ر... ,2 ,1 ,0 ع 4 ,ع > © > 5- ,0 < 6 


كل المتغيرات المركبة وتطبيقات 


التى عددها م تكون فرعا للدالة 1 .التحويلة (ت)يك - سن تكون راسما أحاديا من النطاق 
.> © >- ,0 <م فوق التطاق م«إعزا + عر > م > ممعز! - 26) ,0 < م ححيث #امم د و 
هذه الأفرع ( عددها 0) للدالة :2 تعطى الجذور النونية الختلفة لأى عدد مركب 2 
ينتمى للنطاق » > © > - 0 < مو نحصل على الفرع الأساسى لهذه الدالة بوضع 0 505 
والأفرع الأخرى التى على شاكلة (5) بالبند السابق يمكن الحصول عليها بسهولة . 
ويمكن الحصول على أفرع الدالة 2"( - 2)الثنائية القيمة إذا ما لاحظنا أخها تحصيل الانتقال 
2-2-2 والدالة 21/2 الثنائية القيمة . وكل فرع للدالة 21/2 ينتج عنه فرع للدالة 
زوج - ج) .وللحصولعل صيغ لأفرع الدالة 1/2(مج ‏ ع) فإننا نكتب (م2 - 2) 8نة - و10 
إمج - ج| > مم بالإاضافة إلى (,2 - 2) هرة - م©.فمثلا فرعين من أفرع الدالة هما 
إضف 2 > ,© > ج- ,0 <0) مه مول - (هام6 
و 
43 .22 > و0 > 0,0 < 0) مت مرل. - (هامو 
ويحب ملاحظلة أن فرع الدالة2'/2 الذى استخدم فى كتابة صيغة (0)2© معرف لجميع 
نقط المستوى الم ركب 2 فيما عدا نقطة الأصل ونقط الشعاع » - ج وءه . و بالتالى فإن 
التحويلة (06,)2 - « تكون راسما أحاديا من النطاق* > (20 -ج) هع > + - ,0 < م2 - 2| 
فوق نصف المستوى الأيمن 0<«ءه للمستوى المركب « ( شكل (58) ) .م أن 
التحويلة (0)2و - م« تمثل راسما أحاديا من النطاق ع2 >(: - 2) قنة > 0,0 < إ|مه - 2| 
فوق نصف المستوى العلوى 0< ماس للمستوى المركب «. 
و كمثال توضيحىءولو أنه ليس بمثال أبسط . سنعتبر الآن الدالة 1('/2 - 22) الثنائية القيمة . 
باستخدام خواص اللوغاريهات التى سيق الحصول عليها » يمكننا أن نكتب 


!١([ 6‏ + ع) هه!+ + (آ1 - )عه 4] وى ع !١([‏ - 2ج) هما 4] ويه - 1/2( - 23) 
.1+ موع) 2( باعج)1(!/2 اج) د 
ٌّ 
8 
0 1 


الرسم بدوال بسيطة 1 


فإذا كان (2)ير فرعا للدالة  1(4/2‏ ج) معرف على نطاق ما ]2 ءوكان 2)2 فرعا للدالة 
2 + 2) .مغرف على نطاق ما 8 » فإن حاصل الضرب 2(/:)2)/ يكون فرعا للدالة 
2 2ج) معرف عند جميع النقط التى تنتمى لكلا النطاقين يط (١‏ أى النقط التى 
تنتمى إلى وهم يلظ ) . 
وللحصول على فرع محدد للدالة  1('/2‏ 2ج) فإننا نستخدم فرع الدالة */!(1 - ) وفرع 
الدالة 1('2 + 2) المعطيان بالمعادلة (4) . إذا كتبنا (8)2-1/ة - ,8 + (2-1|- 
فإن فرع الدالة 12 -2) المطلوب يكون : 

و .22> ,8 >0 0م مه ل 


بالمثل فرع الدالة 18/2 +ج) المعطى بالمعادلة (4) يكون 
300 
د ع2 > ,ص0:>0 0<م ل م يمل 

حيث (1 + ج) همه ع ي6ء |1 + ج| - يم. و حاصل ضرب هذين الفرعين هو إذن الفرع ؛ 
للدالة  1(1/2‏ 2م) المعر ف بالمعادلة 
2( .(2 ,1 ع ,25 > ,0 > 0,0 < وم ,0 < ,م) مون ورم - رار 
وكا هو موضح بشكل (19) » فإن الفرع 6 يكون معرفا لجميع نقط المستوى المركب 2 
عدا نقط الشعاع 0 د بر,ا- < +. 

من الممكن أن نوسع نطاق تعريف الفرع 6 للدالة 1('2 - 4)22المعطى بالمعادلة (5) » 


لنحصل على الدالة ل بيه ورم زه 
,7ع( ,(2 1 ع 6 ,25 > ,8 ك 2,0 < يم + رم ,0 < مم ,0 < ,م 


وهذه الدالة تكون تحايلية عند جميع نقط المستوى المركب + عدا نقط القطعة المستقيمة 
0 د بو ,1 > عد > 1 سمحيث أن (ه)/- )ل لجميع النقط 2 التى تنتمى إلى نطاق 
تعريف 8 عدا نقط الشعاع 0- ير < د فإنه يكفى فقط أن نبين أن 5 تحليلية عند جميع 
نقط هذا الشعاع . ولتحقيق ذلك فإننا سئقوم بإجراء حاصل ضرب فرعى 
الدالتين 1/2( + ج) ,  1(1/2‏ 2) المعطيان بالمعادلة (7) . أى أننا سنعتير الدالة 

شد 6 وم 5-0082 52 -(0)2 


,(2 ,! د طع > ,© > 5- ,0 < ع ,0 < 0) 
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حيث (1+ماعبمة - © ,(الدم)هعة - ,9 ,إا+اع| در ,إادع| ىم ٠.‏ ويحب 
ملاحظة أن الدالة © تكون تحليلية عند جميع نقط المستوى المركب + فيما عدا نقط 
الشعاع مدر ,1ك+ .والآنء هه - 0 لجميع النقط + الواقعة أعلى أو على الشعاع 
0ع بر < + » لأن فى هذه الحالة يكون ,© -دي4, 2 ,اع غ#) . وعندما تقع 2 أسفل 
هذا الشعاع يكون»2 + ,© - ,8 » 22 ,1 - 6و بالتالى فإن (2/,©)) وده- - (0,/2) مع 
ونحصل مرة أخرى على أن )© -() :. حيث أن )6 -(70 فى نطاق يحوى الشعاع 
0س ,1<يعر وحيث أن ()0© تحليلية فى هذا النطاق فإنه ينتج أن )5 تكون 
تحليلية فى هذا النطاق . وبالتالى فإن ()5 تكون تحليلية عند جميع النقط فى المستوى 
المركب 2 فيما عدا النقط القطعة المستقيمة 0 - ب ,ا 5 + 15- 


الدالة ‏ المعرفة بالمعادلة (1) لا يمكن توسيع نطاق تعريفها للحصول على دالة تحليلية 
عند نقط على القطعة المستقيمة 0 - ير 5 دك 1-.وهذا راجع إلى أن قيمة الطرف الأيمن 

من المعادلة (/) تقفز من ي#رم/ية إلى أعداد قريبة من ,م,م/ل:- وذلك عندما تتحرك 
ا عر عند مطل لطس را امكل رداق رن الال الى كال ا 
الحالة لا تكون حتى متصلة فى هذا النطاق . 


التحويلة )5 -« تكون راسما أحاديا من النطاق 82 المكون من جميع نقط المستوى 
ا مركب * عدا نقط القطعة المستقيمة 0-ر ,! > »م > 1- فوق النطاق بر المكون من 
المستوى المركب « بأكمله عدا نقط القطعة المستقيمة 1 5« ك -١‏ ,0 -:(شكل (50)). 


2) ١ شكل‎ 


الرسم بدوال بسيطة 6 


ولكن قبل أن نبين هذا نلفت النظر إلى أنه إذا كانت 
عع 0<س ع د م0 + ,1:0 < يبعت م 

فإنالجزء الموجب من محور الصادات يرسم فوق جزء محور الاحداثيات ؟؛ بحيث1<م 
بالإضافة إلى ذلك فإن الجزء السالب من محور الصادات يرسم فوق جزء محور 
الاحدائيات «بحيث 1- >2 . وكل نقطة فى النصف العلوى 0<بر من النطاق 22 

ترسم إلى نقطة فى نصف المستوى 0<« من المستوى المركب « » ا أن كل نقطة فى 
النصف السفلى 0 > برمن النطاق ج28 ترسم إلى نقطة فى نصف المستوى0 > «من المستوى 
المركب « . الشعاع 0- بر ,1  <‏ يرسم فوق الجزء الموجب من المحور الحقيقى للمستوى 
الم ركب « » والشعاع 0-بر,1- >2 يرسم فوق الجزء السالب من المحور الحقية 
للمستوى المركب « . لإثبات أن التحويلة )8 ل 
ليه" - (رماظ فإن 1 قروب 1 2رو-من هذا ينتج أن .2 - رت أو و2- > يت.ولكن من 
المستحيل أن يكون وه- - وه بسبب الطريقة التى ترسم بها '# كلا من النصف العلوى 
والنتصف السفل من النطاق ب« كذلك أجزاء احور الحقيقى الواقعة فى ي(! . إذن » إذا 
كان (ج 2 - روع)'#افإن د - 4 . وبالتالى فإن 8 تكون أحادية . 

| سنبين الآن أن 6 ترسم النطاق .(ة فوق النطاق 22 وذلك بإيجاد دالة 84 ترسم ,12 
إلى يط بحيث أنه إذا كان ()14 -: فإن )8 -«» . وهذا سيثبت أنه لكل نقطة « فى بر 
يوجد نقطة + فى ,2 بحيث «-8)0 ء وبالتالى يكون 8 رصا فوقيا . الراسم 88 الذى 
حصلنا عليه هو معكوس الراسم « . 

ولإيجاد 84 » فإننا نلاحظ أولا أنه إذا كانت « إحدى قم 2-2ج) لعدد معين 2 
فإن 2 تكون قيمة من قيم 2 + 2س لهذا العدد » . الدالة 83 ستكون بالتالى فرعا للدالة 
المتغلددة الم لزج )ترز ورم 2 11/2 لب بيع 
باتباع نفس الأسلوب الذى اتبعناه للحصول على الفزرع (8)2. للدالة1/2() -2ج)» فإننا نكتب 
(رة) مه رم - غ + سدء (,هة) مره رم -غ - « الدالة 84. تكون إذن 
نك اليف لكك وين ومرمكن. ع (م)21 

لسار وج د قوت مدرو بس ,0< رم) 

ويكون نطاق تعريف 88 هو م8 . هذا الفرع يرسم نققط ب,8 الواقعة أعلى أو أسفل محور 
الاحداثيات ه فوق نقط أعلى أو أسفل محور الاحداثيات « على الترتيب . كذلك فإنها 
ترسم الجزء الموجب من محور الاحداثيات « إلى الجزء الموجب من محور الاحداثيات » 
بحيث 1 < بد الجزء السالب من محور الاحداثيات ه إلى الجزء السالبءمن محور الا حداثيات 
« بحيث 1 > بر .إذا كان سم - د فإك 1 + غيرك 2ج وبالتالى فإن 22-1 - 2« . حيث 
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.أن 2 تنتمى إلى 82 وحيث أن ()5- ,(5)2 هما قيمتا 1(12 --22) لنقطة ما فى النطاق 
يه فإنه ينتج أن )كط -س أو )5 دم . ولكن من الواضح . من أسلوب رسم كل من 
كي لص . العلوى ٠‏ النصف السفلى من نطاق تعريفهما بما فى ذلك أجزاء 
' 8 ناقين » أن )دصر 

أخيرا يجدر بنا لوي إلى أن أفرع الدوال الثنائية القيمة 
)53( (0 عو يج) ,ع - 22 - ج)] - 2/أزهق + وم + 2ج) ع سر 
حيث#,ج - 2وج - 8ء ,22 ح 4رءوالرسم بهذه الأفرع » يمكن معالجته بمعاونة النتائج التى 
حصلنا عليها بالنسبة للدالة 8 السالفة الذكر والتحويلات المتتابعة 


كله وكا ار شر ك0 الستصتاتدار 
21 
ارين 
١‏ - صف النطاق الذى يرسم فوقه القطاع الدائرى هر >8 >1,0 >م 2 بالتحويلة : 
رأ 2ج عدسر رب) اتج دير رج .مع دور 


؟ -دائثبت أن التحويلة 2+ - « تمثل راسهما أحاديا من الخطوط م- بد (0 بم) فوق القطاعات 
المكافئة (2--2)4م4 ب دن ومن الخطوط #4 ير (0 4 فوق القطاعات المكافئة 
(:4 + :مه - :م لاحظ أن بؤر جميع هذه القطاعات المكافئة تقع عند النقطة حدم 
*' - أوجد منطقة فى المستوى المركب * تكون صورتها بالتحويلة 2- « هى النطاق المحدد 
بالمستطيل الواقع فى المستوى المركب « والذى حدوده تقع على المستقيمات 
2-2 ,5-21 2 عه راعدن. 
47 - إنبت أن الفرع الأسامى للدالة 2“ يرسم النطاق المحدد بمحور الصادات والقطع 
المكافىء (1- به ع قير فوق النطاق المثلئى المحدد بالخطوط المستقيمة 
4-1 ,ن- ح و ,نا س0 بين الأجزاء المناظرة لحدود المنطقتين . انظر تمرين (57» 
ه - ائبت أن الفرع 0682م 2/ اس ءحيث ‏ 0-8-2 ,و<د,م عللدالة 
المتعددة القم *22 يكون راسما أحاديا للنطاق الواقع بين القطعين المكافكين 
21 2 
1-8 ”5 1-88 
فوق الشريحة ‏ م8>م>م حيث 0<م<م /أنظر تمرين (5). 
5 - عين صورة التطاق ‏ > >8 >ج- ,0<م فى المستوى المركب 2 بكل من التحويلات 
المعرفة بالأفرع الأربعة للدالة + والمعطاة بالمعادلة (؟) من بند (17”) عندما.4 - م 
استخدم هذه الأفرع الأربعة للدالة *'2 لتعبين الجذور الأربع للمقدار 1 . 


١ 


حدم 


الرسم بدوال بسيطة ذل 


7 - ف بند (/ا") عرفنا الفرع "1 للدالة #ترو عم بدلالة الاحدائيات ,0 ,,8 ,وم .#وضح 
هندسيا لماذا تعين الشروط + >.ث + ,0>8 ,0< ,م الربع الاول 0<بر,0<ج من 
المستوى المركب .ثم بين أن التحويلة (502 -* ترسم هذا لربع من المستوى المركب 2 
فوق الربع الأول 0<« ,4<0 من المستوى المركب * . 

اقتراح : لإثبات أن الربع الأول 0<ير ,0< من المستوى المركب 2 يعين تاماً 
بالشروط المعطاةهلاحظ أن .8+ ,8 عند كل نقطة تنتمى للجزء الموجب من محور 
الصادات وأن ,8 + ,8 تقل كلما تحركت النقطة 2 إلى المين على امتداد الشعاع 
(2/» >» >0) » - ص0 
- إذا كانت (802 -« هى التحويلة من الربع الأول للمستوى المركب 2 فوق الربع الأول 


حيث تبره - 2(] له برل قبن س قير بره وأن صورة جزء القطع الزائد 1ع :بر تير 
الواقع فى الربع الأول هى الشعاع »-ه ,0 <» 


8 - فى تمرين (8) إثبت أن النطاق « الواقع تحت القطع الزائد فى الربع الأول للمستوى 
المركب 2 يتعين بالشروط 2 > ,6 + ,8 >0 ,0 < ,م ثم إثبت أن صورة النطاق (1 هى 
الثمن ه > م >0 من المستوى المركب « . عين بيانيا النطاق (! وصورته . 

٠‏ - نفرض أن , هو فرع الدالة 2 2ج) المعرف فى بند (/731) وأك ‏ (,0) مه مبحمه 
نقطة ما ثابتة . حيث +2 >,8 5 10 0< م ءإثبت أن الفرع لظ للدالة "20 -2ج) 
الذى فرعه القاطع هو القطعة المستقيمة التى نقطتها نهايتيها ,2 , .2 , يعطى بالعلاقة 
(ج)امج - (ه) حيث مراء - ٠2‏ 

0> 8, > 2+ اأكتب زره/) ويه رمت 1ج (,4) ويه رمح 1 ع مفخيث + >9 > جد‎ - ١ 
وذلك لتعيين فرع لكل من الدوال‎ 


5257006 
| 5 رج 


فى كل حالة لابد وأن يتكون الفرع القاطع من الشعاعين + - ,9 , 0-,6 
- باستخدام المصطلحات ببند (#1) اثبت أن الدالة 
كم ال 
الل لج 
تكون فرع له نفس نطاق التعريف .2 وله نفس الفرع القاطع للدالة ”. اثبت أن 
هذه التحويلة ترسم 122 فوق نصف المستوى الأيمن 2/» > > 2/- ,0< م م حيث 
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النقطة 1 - ب هى صورة النقطة» - تاثبت أن التحويلة العكسية هى 

0 

5 و1 0 

|2|-1 ترسم جزء خارجية الدائرة‎ )١7( اثبت أن التحويلة المعطاة فى تمرين‎ - ٠ 
الواقع فى النصف العلوى من المستوى المركب 2 فوق المنطقة فى الربع الأول من‎ 
. المستوى المركب # الواقعة بين الخط المستقم » - م .ومحور الاحدائيات ف‎ 
. ارسم هذه المناطق‎ 

14 - اكتب «(د©1) صكت وم ع 1 ع ,(ر6) مون رم ع 1 ح ع ,(16) ويه - 2 » حيث قم 
جميع الزوايا الثلاث تقع بين .  ,‏ ءو أوجد فرع الدالة */'رو ‏ 2م)ج] الذى 
يتكون فرعه القاطع من القطعتين المستقيمتين معدمر,ط!ا- ودع 2 20در,1 كع 035 
من محور السينات . 


.(0<م 2 


8 - التحويلة مه - » 
التحويلة 

5 رمم ح بور 
0 ذامتع بس فقاوم ١‏ حيث بز + بح 2 ,(18) وه مع من يمكن كتابتها 

رع © رمدم 

هذه التحويلة تكون راسما أحاديا من الخط المستقيم »-« فوق الشعاع 6-لم مع 
استبعاد نقطة الاصل من الشعاع . الخط المستقيم »-» يرسم فوق الدائرة » - م.ولكن 
يجب ملاحظة أنه يوجد عدد لا نبابى من نقط الخط المستقيم »-» التى لما نفس 
الصورة . 
المنطقة 4 ك برك» ,ة ك » ك » ( أى داخلية وحد المستطيل لحرن 2 ريوع رودم ) 
ترسم فوق المنطقة 

4ك وك .ىو 5 معدم 

المحدودة بأجزاء من دوائر وأشعة . وهذا الراسم يكون أحاديا إذا كان »2 >6 -4. 
شكل )5١(‏ يوضح هاتين المنطقتين والأجزاء المتناظرة من حدودهما. فعلى وجه 
المخصوص .ء إذا كان # - 4 » 60ح »فإن *كبرك0 وفى هذه الحالة يرسم المستطيل 
فوق نصف حلقة دائرية كا هو موضح بشكل (8) ملحق .)١(‏ من بند (77) نعلم 
أن التحويلة م-» تكون راسما أحاديا من الشريحة +(1 + 20) > بر> +( -م2) 
حيث ه أى عدد صحيح ء فوق فتة الاعداد الغير صفرية فى المستوى المركب "« . نغلم 


الرسم بدوال بسيطة م 


كذلك من بند (55) أنه إذا كانت > منتمية للشريحة السالفة الذكر وكان 2م-» فإن 
+ اعم[ <- 2 

الشريحة اللانهائية # > بر>0ترسم فوق نصف المستوى العلوىيج > و > 0,0 < م من 
المستوى المركب «. وشكل (1) من ملحق )١(‏ يبين الاجزاء المتناظرة لحدود 
المنطقتين . وهذا الراسم لشريحة فوق نصف مستوى مفيد بصورة خاصة فى 
التطبيقات . 

الشريحة النصف لا نبائية # >بر> 250,0 ترسم فوق المنطقة النصف دائرية 
+ >4 > 1,0 > م > وا( شكل (7) ) : ملحق (5)). لاحظ أن النقطة 8-6 ليست 
متضمنة فى صورة المنطقة وذلك لأن ع لا تنعدم إطلاقا . 


8" - التحويلة ‏ مذو - » 
حيث أن 

رثز طصنة عد وم م + بر و0 + صزة ح 2 صلو 
فإنه يمكن كتابة التحويلة 2 هذه - « على الصورة 


بلق .نز طسنة << 5م00 عد ن نز طوم » صو ع يه 


0ع بر كٌ- 
فى المستوى المركب 2 فوق النصف العلوى 0< من المستوى المركب « وهذا يبين 
الأهمية الخاصة هذه التحويلة فى التطبيقات ( هذه الشريحة وصورتها موضحتين بشكل 
(9) من ملحق (75) ) . وسنقوم الآن بتحقيق ذلك باعتبار صور الخطوط المستقيمة 
الرأسية 6>-عا » حيث 2/2 5 » 5 2/-. ْ 


فمحور الصادات (0 - ») يرسم فوق محور الاحداثيات 2 (0 د ع) ويكون الراسم 
فى هذه الحالة أحاديا . ويجب ملاحظة أن الأجزاء العليا من هذه المحاور تكون متناظرة 


314 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


وكذلك الأجزاء السفلى منها . فمثلا صورة النقطة (وره) على محؤر الصادات هى النقطة 
(«رطمنة ,0) على محور الاحداثيات ,. 
إذا كان 2 >ع> 40 فإن الخط المستقم © - *« يرسم فوق المنحنى 
زفة برطمة © 5مء ع م 2 ,لرطوم © ملو ح ير 
ويكون الراسم فى هذه الحالة أحاديا . ويجب ملاحظة أن المنحنى (؟) هو الفرع الأيمن 


من القطع الزائد : 


02 ا 


ا غنم 


م 2ومه ‏ م 2هزو 


حيث بؤْرتيه هما (1,0+)-أنظر شكل (759) . 


التحويلة :ث منه ع اس 
شكل (”*”) 

صورة الخط المستقم 5/2 > * , التى نحصل عليها بوضع 2/ - بد فى المعادلات )١(‏ » 
تتكون من النقط (0.ن) الواقعة على محور الاحداثيات » بحيث 1< . ويجب ملاحظة 
أن الراسم الناتج بقصر نطاق التغريف على الخط المستقيم #2 - م لا يكون فى هذه الحالة 
أحاديا وذلك حيث أن النقطتين برة -2/ج,نزة + 2/نهما نفس الصورة. ولكن الراسم يكون 
أحاديا إذا ما قصر نطاق تعريفه على النصف العلوى أو النصف السفلى لهذا الخط 
المستقم . 

ويمكن بسهولة الحصول على صورة الخط المستقيم ©- حيث 0>م > 2/ج- »2 من 


الرسم بدوال بسيطة ور 


النتائج التى حصلنا عليها من القطع الزائد (*) » فيما عدا عندما 7/2- -ء .فى هذه الحالة 
الأخيرة تكون صورة الخط المستقم مكونة من النقط (0.ه) حيث 1 كب . 

إذا اعتبرنا صور الأنصاف العليا فقط من جميع هذه المخطوط المستقيمة سيكون من 
الواضح أن التحويلة # هه - « تكون تناظرا أحاديا من نصف الشريحة اللانهائية 
0< بر,2/» > +ع 2/ج-فوق النصف العلوى 0< من المستوى المركب « . وم هو 
الأول من بشكل )٠١(‏ من ملحق (؟) فإن النصف الأيمن من الشريحة يرسم فوق الربع 
موضح المستوى المركب « . 

التحويلة 2 هذه - « ترسم الخط المستقم الافقى » - ١‏ فوق المنحنى 


050 .© طمزة < وم» ع م © طؤمه عد رزو ع ير 

إذا كان معام فإن هذا المنحنى يكون القطع الناقص 
0 #ر 

4 للع ترزوع "م ومع 


التحويلة ‏ «ذه - « تكون تناظرا أحاديا من القطعة المستقيمة © > ز ,5 5 * ك 0 فوق النصف 
الأيمن من هذا القطع الناقص . م أنها تكون تناظرا أحاديا من القطعة المستقيمة 

»- م ,2 5 * #5 فوق النصف الأيسر من نفس القطع الناقص » أنظر شكل 
(©) . صورة محور السينات . والتى نحصل عليها بوضع ٠ه‏ - » فى المعادلات 
(4) » تكون جزء محور الاحدائيات « بحيث 1> 4 > 1-,. 


التحويلة : .2 هو ح بر 


شكل 04 


المنطقة المستطيلة . ك برك ,ه ,# ك + ك +- ترسم فوق المنطقة التى حدودها هى 
حدود القطعين الناقصين المتحدى البور ( هذه المنطقة تسمى حلقة ناقصية 
عهنظ عنامنااكة) ك1 هو موضح بشكل (4") . كل من الضلعين ,م ك برك ,© ,22 - ير 
ير سم فوق القطعة المستقيمة ,م طهنة- كه ك يء طهنو-,0 -».فإذا كانت 0< م 
فإن صورة المنطقة المستطيلة تكون الحلقة الناقصية بالإضافة إلى القطعة المستقيمة 
نه طملق- ك مك وم طقزة- ,0< التى تقع على الجزء السالب من محور الاحداثيات ٠١‏ 


لطن المتغيرات المركبة وتطبيقات 


( هذه القطعة تسمى قاطع 006). فعندما تتحرك نقطة 2 على حدود المنطقة المستطيلة 

فإن صورتها تدور حول أحد القطعين الناقصين ثم تبحرك على امتداد القاطع و بعد ذلك 

تدور حول القطع الناقص الثان وفى النهاية تتحرك مرة أخرى على امتداد القاطع لتعود 

لنقطة البداية . 

التحويلة 2 هذه - « تكون تناظرا أحاديا من المنطقة المستطيلة © 5 برك 0 ,2/* > +« > 7/2- 
فوق المنطقة النصف ناقصية و«منع! عنامتلاءنسء8 | هو موضح بشكل )١١(‏ من ملحق 
5 . 


320 التحويلات المتجايعة ‏ 52918)1005هأفمهما ءاتووعع عيرم 


حيث أن .(2/ج + ج) مو - ع ومه » فإن التحويلة 
2 005 ع بر 
هى محصلة التحويلتين 2-2 و هنزو سر بهذا الترتيب 
أى أن التحويلة »ومع - « تكافء تحصيل التحويلة بدالة الجيب مسبوقة بانتقال إلى ابمين 
مقياسه 5/2 . 
التحويلة 
1 طصلة د مر 
يمكن كتابتها على الصورة () ولوف د و« أو 
6 2 لحن لد ع نر ,2-2 
و بالتالى فإنها تكون تحصيل التحويلة بدالة الجيب مع نصفى دورتين ( نصف الدورة هى 
دوران مقياسه 2/* ) . التحويلة 
طومه ع 'ير 


يمكن معاملتها بالمثل والنظر إليها على أنبا أساسا تحويل بدالة جيب القهام . 


التحويلة 2ج وزه) عبر 
شكل (ه”) 


الرسم بدوال بسيطة يذل 


التحويلة 
,1/2(ج وزو) ع مور 

حيث الأس الكسرى يشير دائماً إلى الفرع الأسامى » يمكن التعبير عنها على أنها تحصيل 

التحويلتين 
0 << بسكن 
وا نوهنا فى البند السابق فإن التحويلة الأولى ترسم الشريحة النصف لا نهائية 

0ل ,2/2 ك + 5 0 فوق الربع الأول 6< ,0<لاد من المستوى المركب 2# » 
والتحويلة الثانية ترسم الربع المذكور إلى تمن من المستوى المركب «وهذه التحويلات 

المتتابعة موضحة بشكل (8؟) . 


وكتوضيح آخر لفكرة التحويلات المتتابعة . اعتبر أولا التحويلة الخطية الكسرية 
ادج 
١‏ 10000 ام 
لقد سبق لنا أن بينا أن هذه التحويلة ترسم نصف المستوى 0<ير فوق نصف المستوى 
7<0 للمستوى المركب # . بعد ذلك لاحظ أن التحويلة2هما - « ترسم نصف 
المستوى 8<0 فوق الشريحة ج > «ه>0 ف المستوى المركب « . من هذا نستنتج 
ان التحويلة أدج 
1[+ج2 
ترسم نصف المستوى 0<بر فوق الشريحة ج > « > 0 .ويوضح شكل )١15(‏ بملحق 
(؟) النقط المتناظرة على الحدود . 


عمآ دع سر 


1 جدول تحو يلات المناطق كمولعء12 01 قددهأأقسده أنه 1 6ه عاطه‎ - 4١ 

ملحق (7) يشتمل على عدة أشكال توضح تحويلات لبعض المناطق البسيطة والمفيدة 
بواسطة دوال بسيطة مختلفة . وفى كل حالة يوجد تناظر أحادى بين النقط الداخلية 
للمنطقة المعطاة والنقط الداخلية لصورة هذه المنطقة . وقد أوضحنا الأجزاء المتناظرة من 
حدود المناطق باستخدام الأحرف . وقد أوضحنا كذلك بعض الرواسم التى لم نتعرض 
لها بالدراسة فى هذا الكتاب » والتحقق من صحة هذه التحويلات يمكن أن يترك 
كتارين للقارىء . ومن الممكن اشتقاق بعض التحويلات المعطاة بملحق (؟) باستخدام 
تحويلة شفارتز - كريستوفل التى سندرسها بالتفصيل فى الباب العاشر . 


ملو المتغيرات المركبة وتطبيقات 


١‏ -اثبتأن الخطوط المستقيمة ا - «(إما ترسم فوق الخحلزونيات ولهمزم8 (44) مه - م 


بالتحويلة ,2 م>- حيث (فغ1) ويه مدير 


- تحقق من صحة صورة المنطقة الموضحة بشكل () من ملحق (؟) وكذلك حدودها 
بالتحويلة 6# - « . 

3 أوجد صورة الشريحة نصف اللاهائية ” ك برك 0,0 < د بالتحويلة 2 مناه - » وحدد 
أجزاء متناظرة من الحدود . 

- عين فرعا للدالة (2-1) 10# يرسم المستوى المركب 2 عدا النقط 0ح بر,ا 2« 
الواقعة على انحور الحقيقى فوق الشريحة ج2 >م>0 من المستوى المركب 8 

- حقق أن التحويلة 2 «فو - « تكون تناظرا أحاديا من الخط المستقم ©-» . حيث 
2 >» >0 ء* فوق الفرع الأيمن من القطع الزائد المعطى بالمعادلة () من بند(ة *) 

- اثبت أن التحويلة 2 «ذه - « ترسم الخط المستقم » -» حيس ممم مجم اه 
فوق الفرع الأيمن للقطع الزائد المعطى بالمعادلة (*) من بند (8”) . لاحظ أن الراسم 
يكون أحاديا وأن النصف العلوى والنصف السفل للخط المستقم يرسمان فوق النصف 
السفلى والنصف العلوى للفرع على الترتيب . 

- عين صورة الخط المستقم »-« . حيث 2/- >ء > «- #/بالتحويلة مله - « 

- حقق صحة الصورة الناتجة بالراسم 2 هذه للمنطقة الموضحة بشكل )٠١(‏ من ملحق 
9"). 

- اثبت أن التحويلة 2 «فة - « ترسم القطع المستقيمة الممثلة لحدود المنطقة المستطيلة 
١‏ كدر > 2,0 > ب > 0'فوق القطع المستقيمة والقرس “عم كا هو موضح بشكل 
(56") . القرس '2'8 يمثل ربع محيط القطع الناقص 


1 ع *(1 طمنوزه) + 1(2 طومء/ي) 


ف “0 © 8 


التحويلة .2 هزه ع بر 
شكل (5”) 


الرسم بدوال بسيطة 118 


٠‏ - أكمل رسم المنطقة المستطيلة الموضحة بشكل (75) وذلك برسم القطع المستقيمة 
» دير ,2/» > + >0 لاثبات أن التحويلة 2 هله - « تكون تناظرا أحاديا بين نقط 
المنطقة المستطيلة ونقط المنطقة “2/8 4'8ه 

١‏ - تخقق من صحة الصورة الناتجة بالراسم 8182 للمنطقة الموضحة بشكل )١١(‏ من ملحق 
5 . 


9 - اثبت أن التحويلة 2 موه» - » ترسم النقط بوا- ج . حيث 2/+ > برك 0 . إلى القطعة 
المستقيمة 1,25-0 5؛» 05 على محور الاحدائيات لا . 

١٠‏ - اثبت أن التحويلة 2 اومء - « ترسم الشريحة نصف اللانهائية 5/2 ك بر ك 0 ,0 < «فوق 
الربع الأول من المستوى المركب « . وضح أجزاء متناظرة من حدود المناطق 

. عبر عن التحويلة 2 0989© - » بدلالة التحويلة 2 «ذو - « والدورانات والانتقالات‎ - ١4 

. ائبت أن التحويلة 51022 - « ترسم المنطقة 0 < بر ,2/2 ك + 5 0 فوق المنطقة 0 < م‎ - ٠٠ 
. وبين الأجزاء المتعاظرة من الحدود‎ 

- ائبت أن التحويلة 24 وأة) - « ترسم الشريحة نصف اللانهائية 0< ير ,2/< ك5 +ع 25/-- 
فوق جزء الربع الأول من المستوى المركب « الواقع تحت الخط 0# . وبين الأجزاء 
المتداظرة من الحدود . 

١7‏ - ائبت أن التحويلة الخطية الكسرية (1(/)24+1 --2)-2, ترسم محور الاحدائيات «فوق 
محور الاحداثيات 1 . وترسم القطعة المستقيمة 0--ير ,1 > -1- الواقعة على محور 
السينات فوق النصف السالب من محور الاحداثيات « ٠‏ وترسم كذلك نصفى 
المستويين 0>يراء دير فوق نصفى المستويين 00> ء 0ط على الترتيب . 
اثبت أنه » بإستخدام الفرع الأساسى , فإن الدالة المحصلة 


5 احم - 10 
1 +2 


ترسم المستوى المركب 2 , عدا القطعة المستقيمة 0-ر ,! ك5 + ك5 1- الواقعة على محور 
السينات , فوق نصف المستوى 2<0 .( قارن ذلك بتمرين (؟ )١‏ من بند (/9") ) . 
- باستخدام الصورة القطبية للعدد المركب 2 , إثبت أن التحويلة 
1 
+ جح ور 
2 
ترسم كل من النصف العلوى والنصف السفلى من الدائرة 1-, فوق القطعة المستقيمة 


.0ع 2,5 5ك م > 2- 


5 المتغيرات المركبة وتطبيقات 
8 - اتثبت أن التحويلة / +2 -- م ترسم الدائرة ع -, فوق القطع الناقص 


1 1 
مم -) ده 5 ف ى) 4 
3 2 


)15( تحقق من صحة الصورة الناتجة بالراسم 1/2 +2 -:« للمنطقة الموضحة بشكل‎ - ٠ 
. )5( من ملحق‎ 
صف التحويلة 2 طومك - « بدلالة التحويلات‎ - ١ 


1 1 
2-6 »-)2+2( 


التكامللات 5أرع ]1 


يكن للقارىء أن ينتقل مباشرة لدراسة الباب الثامن مستكملا بذلك دراسته 
للرواسم وتطبيقاتها على المسائل الفيزيائية . وقد يبدو طبيعيا أن نقدم هنا أولا مادة الباب 
الثامن على أسإس أننا قد استكملنا فى الباب الرابع دراسة الرواسم باإيستخدام الدوال 
البسيظة . إلا أنه يجدر بنا أن ننوه هنا بأننا لم نبرهن بعد اتصال المشتقات الجزئية الأولى 
و الثانية لخر كيتق, دالة تحليلية ٠‏ وهو أمر لازم لاستكمال استيعاب مادة الباب الثامن : 
وعليه فإذا قرر القارىء أن ينتقل مباشرة لدراسة الباب الثامن » فإنه يتعين عليه افتراض 
صحة اتصال الدوال التى أشرنا إليها الآن » وهى حقيقة سنحتاجها هنا فى برهنة بعض 
النظريات الخاصة بالتكامل . 
نؤْكد أن التكاملات تعتبر أداة هامة للغايةنى دراسة دوال المتغير المركب . ومن 
ناحية أخرى فإن « نظرية التكامل لونأومععاداأ أه لورمعط1 ) تتميز بجمال رياضى خاص 
مها . وذلك لآن النظريات عموما ما تكون قوية وموجزة الصياغة وذات براهين بسيطة 
فى نفس الوقت . وعلى أية حال فإن ١‏ نظرية التكامل » تتميز أيضاً بها من 
استخدامات واسعة فى الرياضيات التطبيقية . 


0 
5 


؟؛ - التكاملات الحددة ولوموءنم] عاتملعطم 

حتى يمكن تعريف تكامل دالة () 6 بطريقة بسيطة نوعا ماء نعرف أولا التكامل 
الحدد لدالة © لمتغير حقيقى » وذات قم مركبة . لنكتب 
)0 .(5 15 5 )لاه + )نا - لامر 

حيث كل من (إءلا دالة حقيقية متصلة قطعة قطعة 5ناوممنهمم عولومء»21( أحياناً 
يقال ها متصلة اتصالا قطعيا وبامسسادم «الهدمناء»9 ) فى ) على فترة محدودة ومغلقة 
6 >». ومعنى هذا أن كلا من الدالتين دالة حقيقية متصلة على الفترة المعطاة » 


يفل المتغيرات المركبة وتطبيقات 


اللهم الا فيما عند عدد محدود من نقاط الفترة مع مراعاة أنه رغم أن الدالة غير متصلة 
عند أى من هذه النقط إلا أن لها نهايات يمنى ويسرى هناك و بطبيعة الحال فعند النقطة ه 
فإننا نتطلب وجود نباية يمنى فقط لكل من الدالتين بيها عند 6 نتطلب وجود نباية 
يسرى لكل منبما . فى هذه الحالة نقول إن الدالة 8# متصلة قطعة قطعة ( أو متصلة 
اتصالا قطعيا ) ونعرف التكامل المحدد للدالة # على الفترة 78> م بدلالة تكاملين 
محددين من النوع الذى يصادفنا فى حساب التكامل لدوال حقيقية لمتغيرات حقيقية : 
2 000200 ا جك )ن0* ا[ * ا 
نعلم أن الشروط المعطاة أعلاه على الدوال (],/ا كافية لضمان وتجود تكاملاتهما . 
التكامل المعتل لدمععاه؛ ععمهءمس1 لدالة 8# معرفة على فترة غير محدودة يمكن تعر يفه 
بطريقة مشاببة » ويكون له وجود إذا كانت التكاملات المعتلة لكل من لاءلا تقاربية . 
من تعريف (5) نجد أن 
6 6 
زضة [0)]مج ]| -نه مام ]م 
بالاضافة إلى ذلك فإنه لكل عدد مركب ثابت ءا + ره دل يكون 
6 6 
“ف زمرت ل نا ومن أ لإا يه ح لارع) ”| سوك ال 


8 
: نه اول تج يه نا )+ - 
8 6 
5 .4 500 | دع نه و)كار 1 
والقواعد مثل قاعدة تكامل مجموع دالتين أو قاعدة تغيير حدود التكامل هى أيضاً 
متحققة هنا مثلما هى متحققة فى نظرية الدوال الحقيقية للمتغير ) . 
وللحصول على خاصية أساسية أخرى سنفترض أن قيمة التكامل (؟) عدد مركب 
لا يساوى صفرا . إذا كان مه مقياس هذا العدد » م6 سعة له فإن 


ا ل : 4 ]ل تووم 
باستتخدام (4) فإن م: تعطى بالمعادلة 


بعل مزهة ام ا 05 
لاحظ أن كلا من طرفى هذه المعادلة عدد حقيقى » وعليه فإن الخاصية (") تسمح لنا 
بأن نكتب 
فى 0 1 دمى, 


التكاملات يفيل 


لكر 


3 


ناما > إسللتم/ د رإعدمر ع رعروماحي مير 
وعليه فإن 
4 اال كم 
وذلك بشرط أن يكون 4>8 . وهذا يعنى أن 
لك 5 65 44 معاي 5 |:4 مر | 
واضح أن هذه المتباينة صحيحة أيضاً عندما تكون قيمة التكامل فى الطرف الأيسر لهذه 
المتباينة مساوية للصفر . 
بإجراء تعديلات طفيفة ثانوية فى المناقشة السابقة » يمكننا الحصول على متباينات 
مثل 
4 امول 09 |4 0 | 
بشرط تحقق وجود كل من التكاملين 
ع - الكفافات'' وموم 
سنعرف الآن بعض المنحنيات الخاصة والمناسبة لدراسة تكاملات دالة (62 لمتغير 
مركب . 
يقال لفئة من النقط («,) > 2 ف المستوى المركب أنها تشكل قوسا »فل إذا كانت 
)0ع( (85 6515 (#)نرع ير ١‏ ,)م دير 
حيث كل من 0« ,(901 دالة متصلة فى البارامتر الحقيقى ؛ . وهذا التعريف يعطى لنا 
راسما متصلا من الفترة 6 ك ؛ ك5 © إلى المستوى 9« وترتب صور نقط الفترة بحسب زيادة 
قم ). ويكون من الملائم وصف نقط قوس © بالمعادلة 
002 ,(2 ك1 645 )رز + 0)« - 2)0 دع 
ونصطلح عل القول بأن ()2 متصلة إذا كان كل من ()» ,0)و متصلة . 
يقال للقوس © أنه قرس بسيط ممه ءامدزه ( أو قوس ب,جوردان عه مددممك ) فى 
حالة إذا لم يقطع القوس نفسه ؛ أى أن © يكون قوسا بسيطا إذا كان ج)14؛ يستلزم 
2 »)2 . وإذا حدث وكانت 202 عر (2»1 طلما ه > ج؛ > )) > ه وكان 
(2)0 > (2)8 فإننا نقو ل.أن © منحنى مغلق بسيطء صن 0مك ءامس 8 أومنحنى جو ردان 
عثانه مدلووق . الخط المضلعى 
اللغرى والمعنى الرياضى للكلمة . 


1 المنغيرات المركبة وتطبيقات 


5 ,1 0515 اع 
00 ,2 515 1) +ه 


والذى يتكون من قطعة مستقيمة من © إلى 1+1 متبوعة بأخرى من 1+5 إلى 2+1 
يعطينا مثالا لقوس بسيط » بينا تعطينا دائرة الوحدة 
5( 25 ك ؛ ك5 0 4 سلة: + ؛ 5مه ع (2)1 
التى مركزها نقطة الأصل مثالا لمنحنى مغلق بسيط . 

يقال للدالة المركبة (2)0 والمعطاة بالمعادلة (؟) أنها دالة قابلة للاشتقاق بالنسبة للبارامتر 
الحقيقى ؛ إذا كانت كل من ()* ,(9)0 دالة قابلة للاشتقاق بالنسبة للمتغير ) . وتعرف 
المشتقة | 200 (أو 4#/[(مماك ) كلاق 
)2 .( ك ؛ > ه) )"بن + ()"*« ع )2 

وبطبيعة الحال فإن مشتقة كل من الدالتين 0)« ,9)0 عند نقطتى النهايتين ه- -٠,)‏ ) 
يقصد بها المشتقتان ابمنى واليسرى عند هاتين النقطتين على التعاقب . 

القوس © المعطى بالمعادلة (؟) يقال له قوسا أملسا ع,ه طامهه5 إذا كانت المشتقة 

(2)0 لها وجود ومتصلة على الفترة 7>86>هم وبشرط أن تكون 60و20 على 
طول الفترة . إذا كان 0-0 عند نقطة ما ) فإن المتجه )“يرز - ()'يكون عموديا ؛ 
أما إذا كان 0 )د فإن ميل المتجه (20 يساوى ‏ ()«/0”ر وهذا 
بدوره يساوى ميل المماس “«4/برك للقوس © عند النقطة المناظرة للبارامتر ) ؟ وعليه 
فإن زاوية ميل المماس عند هذه النقطة هى 00 ومه. وحيث أن .22600 متصلة فى 
الفترة 6>/>8 فإننا نستخلص أن المماس لأى قوس أملس ينعطف عليه بشكل 


ا ح )ع2 


على ضوء المتطابقة 
,*[©ثيرا + 0[7)حال. - "دا 

يمكننا التعبير عن طول قوس أملس بالصيغة 
١‏ 44 20| ]| دط 

يكون من المفيد هنا معرفة مدى التغير فى الصيغة (3) » التى تمثل حسب تعريفنا 
طول القوس »© ء إذا ما أحدثنا تغييراً فى اتمثيل البارامترى للقوس © . وسيتبين القارئء 
أن العدد .5 المعطى بالصيغة (1) لا تتغير قيمته فى الحالة الحامة التى سنتناولها فيما بلى 
والمعطاة بالتغيير (7) للتمثيل البارامترى © وتحت الشروط المعطاة . لتوضيح ذلك نفرض 


7 
.ان 


التكاملات لفن 


00 (4 > :> » (40 ده 
حيث © دالة حقيقية ترسم الفترة 4 6575 فوق الفترة 5458© . وسنفرض 
أن م دالة متصلة ذات مشتقة متصلة . وسنفرض كذلك أن 00<0ل لكلء» 
وهذا يكفل لنا ازدياد ) بازدياد » » بمعنى أن مم دالة تزايدية . نلاحظ أنه على ضوء 
المعادلة () تصبح الصيغة (5) لطول القوس على الصورة 

عه رمف الفا دس 
ومن ناحية أخرى فالمثيل البارامترى الجديد للقوس © هو 
0 (4 625 ((2]400 - (20 دع 
من ذلك . فضلا عن نتيجة تمرين (7) من هذا البند نمحصل على 


47 2 لط 


وهذا يبين أن العدد .1 المعطى بصيغة (5) يظل ثابتا لا يتغير إذا ما استخدمنا مثل هذا 
التغيير (1) فى الفثيل البارامترى للقوس © . 

يقال لقوس مكون من عدد محدود من الأقواس الملساء المتصلة بعضها ببعض نماية 
بباية كفاف عاماومت» أو قرس أملس قطعة قطعة عمد طاوممو ءوزى«ءمءزط » وإذا مثلت 
المعادلة (؟) كفافا فإن كلا من 80 ,200 تكون دالة متصلة للها مشتقة أولى متصلة قطعة 
قطعة . وعلى سبيل المثال فالخط المضلعى (") مثال لكفاف . إذا كانت )ع لا نفس 
القيمة عندنقطتى البداية والنهاية وكانت قيمها مختلفة عند أى نقطتين أخريين فإننا نقول 
للكفاف © انه كفاف مغلق بسيط عدمادم لعومك عامسنه. وكأمثلة عل ذلك نذكر 
الدائرة (4) وكذلك حدود مثلث أو مستطيل مأخوذ فى اتجاه دورانى محدد . طول 
كفاف ماء أو كفاف مغلق بسيط » هو مجموع أطوال الأقواس الملساء التى يتكون منها 
الكفاف . 


يزامل أى منحنى مغلق بسيط » أو كفاف مغلق بسيط » © نطاقين تكون نقط © 
هى فقة النقط الحدية لكل منبما » وأحد هذين النطاقين محدود ويقال له النطاق الداخلى 
للمنحنى أو الكفاف © ». بيغا يكون النطاق الآخر غير محدود ويطلق عليه النطاق 
الخارجى للمنحنى أو الكفاف © ( بطريقة أخرى النطاق الداخلى هو داخلية المنحنى أو 
الكفاف » فى حين يكون النطاق الخارجى هو خارجية المنحنئ أو الكفاف ) . ورغم 
أن هذه الحقيقة يمكن قبول التوضيح الهندسى لها » إلا أن برهانها ليس سهلا . وعلى أية 


اهن المتغيرات المركبة وتطبيقات 


حال سيكون من الملاتم لنا قبول هذه الحقيقة والمعروفة بنظرية المنحنى لحوردان"" 


| و ال ل وريم 0 < م عه نه 6-8 ]ره 4 
أ ل اد د 


الأجوبة : رأ (101-1/9/2 +2/ا/1 ؛ ربم ‏ 1/2 ؛ رجم ‏ “مز 
؟ - برهن أنه إذا كانت 8 دالة من النوع )١(‏ لبند (47) فإن 
:04 س له ا 


*« - إذا كان «و,ه أعداداً صحيحة . برهن أن 


1 عو وم ! إل “ماسح اساي‎ ١, 
3 27 .م ع وم‎ 


4 - لتككن 7 دالة ذات قم مركبة ومتصلة فى 4 ومعرفة على 758 > . اعط مثالا تبين فيه 
أنه لا يوجد عدد حقيقى » بين ,0 بحيث يكون 700 (ه-0) مساويا للتكامل امحدد للدالة 


على هذه الفترة ؛ ومن ثم استنتج أن نظرية القيمة المتوسطة للتكامل المعروفة فى مبادىء 
علم التكامل غير قابلة للتطبيق هنا لمثل هذه الدوال . 
اقتراح : استخدم حالة خاصة لنتيجة تمرين (”) . 


ه - لتكن (0 +( - (0)/ دالة ذات قم مركبة لمتغير حقيقى ) ومتصلة قطعة قطعة على 
الفترة م > , > عم. برهن أنه إذا كانت ())ا: + ()] - ()5 دالة بحيث ()- (م)جء فإن 


- )اس بلك 704 ” ا 
5 - استتبط الصيغة (8) لبند (87) . 
اقتراح : اعتبر الدالة [() فا +[()ف]< - 260 ثم طبق قاعدة السلسلة للدوال الحقيقية 


/ا - لتكن الدالة ()ض + )م - ()2 0 4 حيث 52 كم »2 ممثلة لقوس 
أملس ولتكن كل قيمة من قم الدالة واقعة فى نطاق تعريف دالة تحليلية (©)1 - م« ٠‏ برهن أنه 


إذا كاك [0ممار- رمس فإنت ١‏ اسرد را 


اقتراح : اعتبر الدالة ‏ [(/)سر,(/)م]ءة + [()بر,(ع)»]»ه - (4)د 0 ثم طبق قاعدة السلسلة 


فى حساب التفاضل لمتغيرات حقيقية . 


. فى آخر الكتاب‎ )١( لمؤلف ثرون 118802 المذكور فى ملحق‎ )١( انظر بند‎ )١( 


التكاملات يف 
غم - التكاملات الخطية ولدبعء)ه1 عدانا 
نعرف الآن التكامل المحدد لدالة 6 لمتغير مركب #وذات قيم مركبة » ويعرف هذا 
التكامل بدلالة قم (6» على طول كفاف معطى © ممتد من النقطة » -ج إلى النقطة 
م2 فالمستوى المركب ؛ وهذا هو سبب تسميته بالتكامل الخطى . وقيمة هذا 
التكامل تتوقف عموما على الكفاف © وفى نفس الوقت على الدالة 6 » ومثل هذا 
التكامل يكتب على الصورة 
: 7 
04 أو مهل 
والتدوين الثانى ( الأيسر ) عادة ما يستخدم عندما تكون قيمة التكامل لا تعتمد على 
اختيار الكفاف المرسوم بين نقطتى النهاية . وبينا يمكن تعريف التكامل الخطى مباشرة 
على أنه نهاية مجموع », إلا أننا نفضل هنا تعريفه بدلالة تكامل محدد من النوع الذى 
عرفناه فى بند (؟17) . 
ليكن © كفافا معرفا بالمعادلة 
)0( 1 (2 6515 (ة + ()ء > (2)0 
وممتدا من النقطة ()2 - » إلى النقطة (2)0 - م . ولتكن (و,ء)لة + (زر,ع)ن - (2)/ دالة 
متضلة اتصالا قطعيا على © » وهذا يعنى أن الجرئين الحقيقى والتخيل 
[()نز ,)اه و )2 ,(2):]ه 
للدالة [2)0]/ دالتان متصلتان اتصالا قطعيا فى » . نعرف التكامل الخطى للدالة ؛ على 
طول © كالأق : 
زفق , 41 0[200 تال دهف (2ال ا 
وحيق أن 8 3 
)“برا + ()عد]([( )بر )آم + [0)ررق )سه ع ()ع[ه)عار 
فإن تعريف )١(‏ يمكن كتابته بدلائة تكاملات لدوال حقيقية لمتغير حقيقى . ووفقاً 
لتعبيرنا (؟) بند (47) » فإن هذا يعنى 
زضرة .+4 ("نريو لد |1 +41 ابره - | - 02 هار 
ك ك0 26 
وحيث أن © كفاف » فإننا نلاحظ أن الدالتين “د و “بر ء تماماً كالدالتين سر» » دالتان 
متصلتان اتصالا قطعيا فى 46 ومن ثم فإن تكامل الطرف الأيمن للمعادلة (7) ما 
وجود )2 ما يكفل لنا وجود التكامل المعرف فى )5١(‏ : 
وبدلالة تكاملات خطية لدوال حقيقية لمتغيرين حقيقيين » فإننا نحصل على 


لين المتغيرات المركبة وتطبيقات 


فق .نر دج عه م أ + برف ه - عق بر ] - مه (2)/ ل 
2 2 2 
لاحظ أن التعبير (4) يمكن كتابته إذا اصطلحنا اصطلاحا شكليا على ابدال 6 بالمقدار 
+ؤ + اويل بالمقدار نوق ؤ + قل وفك حاصل الضرب ( 6 لو كان ضرب أعدادا 
مركبة ) . 
سنتفق - مالم ينص على حلاف ذلك - على أن مسارات التكامل هى كفافات وعلى 
أن المكاملات دوال متصلة اتصالا قطعيا على هذه الكفافات . 
الكفاف © ف (؟) يزامله كفاف آخر © - والذى يتكون من نفس نقط الكفاف © 
مع عكس ترتيب هذه النقط » بمعنى أن الكفاف الجديد يمتد من / إلى .ه .الكفاف 0 
تصفه المعادلة 0 )2 > .» حيث .م > > م- . ومن ثم 
له [-)2-][ و )مال | دعة (ها/ ل 
- 6- 
حيث مج ترمز لمشتقة )2 بالنسبة للمتغير ) عند النقطة ؛ - . و باستبدال مناسب 
للمتغير » فى تكامل الطرف الأيمن هذه العلاقة ( انظر تمرين بند (49) ) نتبين أن 
عه هاي ] - -عة هالي_أ 
نشير الآن إلى ثلاث نحواص أخرى للتكامل الخطى والتى يمكن الحصول عليها بشكل 


مباشر من أحد التعبيرين (5) أو () . وبالتحديد 


0 قله هاي] دعه هالد ل 

لأى عدد مركب ثابت و »م و 

0 2 هاو ] عه هار ] دعة [(هاو + هالا ل 
2 2 2 


ومن ناحية أخرى إذا كان الكفاف © يتكون من كفافين أحدهما ,6 من ,ه إلى , 
والآخر 0 سس 22 إلى و8 حيث وم ع رق فإن 
)0 .2 (2)ل ا + ع4 (2ال ا - جك (2ار ا 
ىق 6 4ف 
ووفقا للتعريف )١(‏ أعلاه واتساقا مع الخاصية (5) بند (47)نجد أن 


ك0 
46 |ه)'-[ه)م]ر| | > 


عه هاي ]| 
2 
وعليه فإنه لأى ثابت 84 محقق للمتباينة ‏ 24 >|(1/)2 لأى ‏ على الكفاف © . يكون 


44 2” ا ا > 


ليل | 


التكاملات أحذ 


الآن التكامل المعطى على يمين هذه المتباينة يمثل طول الكفاف .1 . وتاسيسا على ذلك 
فإن مقياس قيمة تكامل ؟ على امتداد© لا تتعدى .201 » أى أن 
6 سآلا > عه هاي ]| 
وبطبيعة الحال فإن التساوى يكون مستبعدا فى هذه المتباينة إذا حدث وكان 
عبد > إرجير لجميع النقط 2 على © . 
ويجب أن نراعى جيدا أن مثل هذا العدد 86 الوارد فى المتباينة (9) » له وجود دائماً. 


ثل الأقواس والدوال التى نتناولها هنا . ولتوضيح ذلك نفرض أن 6 دالة معرفة على 
قوس © . المتطابقة 


(6 >1 65 الم)عامرا - هارا 

صحيحة طلما كانت 2 على © . فإذا افترضنا بالاضافة إلى ذلك أن ؛ متصلة فوق © » 
فإن |[2)0]/| تمثل بالتالى دالة حقيقية متصلة على فترة مغلقة محدودة » ومثل هذه الدالة 
ها قيمة عظمى على هذه الفترة . هذه الملاحظات يمكننا الآن تعميمها مباشرة لتشمل 
الحالة التى تكون فيها 6 متصلة اتصالا قطعيا على © . 

نلاحظ أن قيمة التكامل الخطى لا تتغير إذا أحدثنا تغييراً على غرار التغيير المعطى 
بمعادلة () بند (47) فى التمثيل البارامترى للكفاف المحسوب التكامل على امتداده . 
ولتبين ذلك نكتب التكاملات فى الطرف الأيمن من معادلة (5) بدلالة البارامتر » » ثم 
نستخدم الطريقة المتبعة فى بند (55) لإثبات عدم تغير طول القوس . 

نعلم من مبادىء علم التكامل أن التكاملات المحددة يمكن تفسيرها أحياناً على أنها 
طريقة لحساب المساحات ( فى الواقع يمكن استخدامها كتعريف للمساحة ) وذلك 
بالإضافة إلى تفسيرات أخرى لمفهوم التكامل المحدد . أما بالنسبة للتكامل فى المستوى 
المركب فإنه لا توجد - اللهم إلا فى حالات خاصة - تفسيرات هندسية أو فيزيائية 
مناظرة مفيدة . ورغم ذلك - 6 أنحنا من قبل فإن لنظرية التكامل فى المستوى المركب 
تطبيقات هامة ملحوظة فى الرياضيات البحتة والتطبيقية سواء . 


: هع - أمثلة وءأمصقحظ 


دعنا نحسب الآن قيمة التكامل 


4.1. انظر على سيل المثال كتاب **نااله© 0ععسوعلة ““ تأليف تايلور ومان .غ1. 8لا ,2و1و1‎ )١( 
١915255 - 91 ناكا الطبعة الثانية ص‎ 


1 المتغيرات المركبة وتطبيقات 
4 22 1 1 


فى الحالة التى يكون فيها © هو القطعة المستقيمة هم من 2-0 إلى +2-2 
( شكل (7*) ) . لاحظ أن نقط ,© تقع على الخط المستقم 29 - » ؛ وعليه إذا 
استخدمنا نو كبارامتر فإن المعادلة البارامترية للكفاف تكون 

1 > ررك 0) يوز + بره - (بر)2 
ويمكن أيضاً كتابة المكامل 22 ( على |0) على الصورة 


تبره + تبرق ح و12 + #بر 2ير د 22 


وعليه فإن 
1 
بره ( + )زتره + تبرق ]جز 
0 
1 
اليد + 4د برك تبر ] (1 + 41()2 + 3) - 
0 
نأخذ الآن مساراً آخر © للتكامل » ألا وهو الكفاف 048 البين فى شكل (17”) . 
فى هذه الحالة تكون قيمة التكامل 


2 كارا +42 5 - و4 م 1 


كمعادلة بارامترية للقوس 0 نأخذ(2 > + > 0) + - (ج)ء وكمعادلة بارامترية للقوس 48 


ناحذ 2 .(1>سر>0)شن+2-(ر2 إذن 


1 2 
ترك غ2(رة + 16 + دك 0 ص1 


لدب ة - أرق بن ] ] 2 1 
1ك ب اح برف بر | 44 ج برك زثبر- 4) | نج 4 - 
2 0 


التكاملات تفيل 


يتصادف فى حالتنا هذه أن معادلة الكفاف 048 يمكن كتابتها على الصورة 

«2 0515 ا 

051537 »وا - 0 
لاحظ أن |؛ - :1 ؛ وعليه فإن تكامل 22 على الكفاف البسيط المغلق 0480 هو 
« - انولاء وسنرى بعد قليل أن ذلك صحيح لأن المكامل 22 دالة تحليلية داخل 
الكفاف وعليه ( أى لجميع نقاط الكفاف © وداخليته ) 

وكمثال ثالث سنعتبر المكامل المعرف بالدالة 
و3 (عار 

ونأخذ النصف الأعل للدائرة 1 - || من م -ع إلى 1-ج كمسار وت للتكامل 
( شكل (8؟) ) . و كمعادلة بارامترية للكفاف و© ‏ تأخل 0 هلو/ +8 ومه ‏ > (2)0 
أي 


ىَ 
.5 0505 لام > (2)0 


فشكل 1" 


إذن 
بأل ع 40 مز _- - ع4 ا ع ول قي و1 

التكامل 14 بين نفس النقطتين على طول نصف الدائرة السفللى © والممثل بالمعادلة 
,(25 ك5 0 ك5 ع) فم > (2)0 

يمكن حسابه مباشرة 


28 
أ ع ول قاوز مدع ٍ - عل يي 1 


لاحظ أن «/غو,/ وبأن التكامل ع1 حول الدائرة © بأكملها وفى اتجاه مضاد لعقرب 


الساعة لا يساوى صفرا : 
24 - ايل دعة 3 | -ع1 


إذا كانت 2 نقطة على دائرة الوحدة © فإن 


قل المتغيرات المركبة وتطبيقات 
وعليه فإن الدوال المكاملة فى التكاملات ,ىك .و وعم( يمكن استبداها بالدالة 2/«و على وجه 
محص 4 
8 2 
نم - 2 | -عا 
وكمثال أخير » ليكن الكفاف و0 هو القطعة المستقيمة من 2-7 إلى ٠2-1.‏ 
بدون حساب التكامل 


دعنا نوجد حدًا أعلى لقيمته المطلقة . مسار التكامل هو قطعة من المستقم 
وعليه » إذا كانت + نقطة على و0 » فإن _ 


عد- 1ع بر 


+ ع2 - تيه د 2[ت(د - 1) لج قبع د ت(اترج تع د |24 
وهذا يعنى أن 
1< :41+ #2 - )م - | *2| 
وذلك لأن 4(2<0-+#) . وتبعالذلك فإن لكل 2 على ,.,© 


1 
وحيث أن طول :© يساوى ©2ي » فبوضح 4 - 80 ف المتباينة (9) بند (45) 
صل على 
4/2 5 وا 
تمارين 
لكل قوس © ولكل دالة ؛ فى القارين من ١‏ إلى © اوجد قيمة التكامل 


| 

وذلك بعد التأكد من أن © كفاف وبأن ؟ متصلة قطعة قطعة على © 
١‏ ل نتير3 ير برح هر ر © 

(أ) القطعة المستقيمة من 0سام إلى +21 

رب) يتكون من قطعتين مستقيمتين إحداهمامن 20م إلى (دم والأخرى 

من 7د إلى دادع 

الأجوبة : إلى م-1 ؛ هسم 4-2/2). 
؟ - هز + مح )ررح 

(أ) نصف الدائرة ‏ (2-2“03565>7ء؛ 

(ب) نصف الدائرة (+2 >0 ك ج) 20 دع ؛ 

(ج) نصف الدائرة د 90> -ج-) “م2 -ع. 


التكاملات ايفين 


الأجوبة  :‏ إلى روج جه واصم 4720 و رج 4ه 


ب 


١ 


إل 


2-1 :١٠(عار‏ و © هو القوس من 2-0 إلى 2-2 والذى يتكون من 
(أ) نصف الدائرة رم 86> 60م د اديع 
(ب) القطعة المستقيمة 0 بر,2 > + 05 من امحور الحقيقى ( السينات ) 
الأجوبة : (أ) صفر ؛ (ب) صفر 
المنحنى © من .1 - إلى 00 بمحاذاة المنحتى ‏ «بردبر و 
(0<نن0 0 
.(0 >م) 1 
الإجابة : ,2+3 
)م و ©هوالقوس من 2-7 إلى 2-1 والمكون من 
(أ) القطعة المستقيمة الواصلة بين هاتين النقطتين » 
(ب) القطعتين المستقيمتين إحداهمامن نس -: إلى 2-0 والأخرى من 2-0 


ل لهم 

الأجوبة : رلمى »+1 ؛ ارربم م1+6 

احسب قيمة التكامل ل 
6 


حيث ٠,51‏ أعداداً صحيحة و 0 الدائرة 1 - || فى مسار مضاد لاتجاه عقرب الساعة 
ر انظر تمرين (”") بند (8437) ) 
ثبت أنه إذا كان © هو محيط المربع الذى رؤوسه هى النقط +1 م ,1- 2 ,0- 2, 
-ج وفى مسار مضاد لاتجاه عقرب الساعة فإن 
مهن + 6ل 
احسب قيمة التكامل الآتى على نفس كفاف القفرين السابق 
م مه ل 
الأجابة : (4)62-1. 
احسب التكامل 3! فى بند (© 4) مستخدما القثيل البارامترى الآتى للكفاف و© 
.51 15-) 2 إلوز بع ع (م)ج 
ليكن © هو قوس الدائرة 2-|2| من 2-2 إلى 2-2 والواقع فى الربع الأول 
من المستوى . بدون حساب التكامل ؛ ابت أن 
25 كي 
5 1]37+تجع 
اثبت أنه إذا كان © هو محيط المنلث الذى رؤوسه هى النقط 2-0 45--2 2-3 
وكان مسار © مضادا لاتجاه عقرب الساعة ١‏ فإن 


هدإءه-» ]| 


نكيل التغيرات المركبة وتطييقات 
- ليكن © هو الدائرة ‏ ج || موجهاف اتجاه مضاد لاتجاه عقرب الساعة وحيث 


دجم . برهن أن 
8 عم.آ د 2 108 
4 


5 


> |ءه 


ومن ثم بين أن قيمة التكامل تؤول إلى الصفر عندما تؤول 8 إلى - ٠‏ 
١‏ - بكتابة التكامل بدلالة تكاملات لدوال ذات قم حقيقية لمتغير حقيقى اثبت أن 
»م مم 
وذلك عندما يكون مسار التكامل من م-2 إلى 2-8 : 
(أ) قوسا أملسا ؛ (ب) كفاف 
14 - اثبت أن 1 
١‏ - 82)ل ل مك 2ل 
وذلك عندما يكون مسار التكامل من ه-<2 إلى م-2 : 
(أ) قوس أملس ؛ (ب) كفاف 
٠‏ - ائبت أنه إذا كان © هو الدائرة 
,2 ك 6 5 0) اوم عد وج ساج 
موجها فى اتجاه مضاد لاتجاه عقرب الساعة وكانت ؟ متصلة على © فإن 
0 لال (#ام ور لل 2 ع ع4 (تار 1 
0 و26 
5 - استخلص النتائج الخاصة التالية من نتيجة تمرين )١©(‏ 
2١‏ 1م 0س عه تامع م را عت 46 ا 
.6 8 


02-26 


5ه نظرية كوشى - جورسأة صعرمعط] اأوورنه 0 إطعبو0 ع1 

لنفرض أن الدالتين الحقيقيتين (»)0 و (ز»)م فضلا عن مشتقاتهما الجزئية الأولى 
دوال متصلة لجميع نقط منطقة مغلقة 8 مكونة من جميع النقط داخل وعلى كفاف 
مغلق بسيط © . وسنعتبر أن الاتجاه الدورانى للكفاف هو الاتجاه الموجب عفمعة اتوم 
( أى فى اتجاه مضاد لاتجاه عقرب الساعة ) وذلك حتى تكون النقط الداخلية للمنطقة 
8 واقعة على يسار © . ووفما لنظرية جرين ««عممءط) و'مءم© للتكامل الخنطى فى حساب 
التفاضل والتكامل للمتغيرات الحقيقية يكون 

30007 ل ح و4 © + برق م 


نعتير الآن أن الدالة 
: (نزرءد)دة + (تزع)ي - (2)ر 


دالة تحليلية لجميع نقط مثل هذه المنطقة # فى المستوى 2 . وسنفرض بالاضافة إلى ذلك 


التكاملات و1 


أن (2)”ر متصلة هناك . المركبات ه.؛ فضلا عن مشتقاتها الجزئية الأولى هى بالتالى 
دوال متصلة فى #8 ؛ مما يستتبع 
لك عن رادج مقا أ - س جزف ه - جب لا 
.لك دك (ررنة - ا ح ل نا + حك م ا[ 
وعلى ضوء معادلتى كوشى - ريمان , فإن مكامل كل من هذين التكاملين الثنائيين 
يكون مساويا للصفر عند كل نقطة من نقط © ء. ووفقا للمعادلة (4) بند (414) » فإن 
التكاملات الخطية على يسار المعادلتين السابقتين أعلاه تمثلان الجزآن الحقيقى والتخيل 
على التوالمى لقيمة التكامل (8)2 حول © . وعليه فإننا نحصل على النتيجة التالية : 
0 <عة هار 
2( 


التى توصل إليها كوشى فى بداية القرن الماضى . 
وكأمثلة بسيطة نلاحظ أنه إذا كان © كفافا مغلقاً بسيطا فإن 
0 عه مهل 0دعه ل 
2 2 2( 2 
وذلك لان الدوال 22 57 دوال شاملة و مشتقاتها 3 متصلة لجميع النقط . 
لقد كان جورساه اهومده© .8 ( ١808‏ - 1985 ) هو أول من برهن إمكانية 
إسقاط شرط اتصال (2)// . واستبعاد شرط الاتصال هذا هام . وإحدى النتائج - على 
سبيل المثال - هى أن مشتقات الدوال التحليلية هى أيضاً تحليلية . النظرية التالية والتى 
يطلق عليها نظرية كوشى - جور سأة «عرمعط) أهودناه:) لزاءيرون) هى الصورة المعدلة 


لنظرية كوشى 
نظرية : إذا كانت دالة تحليلية عند جميع النقاط داخل وعلى كفاف مغلق بسيط 
© ء فإن 


0دعةه هار 

2 

سنستعرض برهان هذه النظرية فى البندين التاليين » حيث سنعتبر - وحتى نكون 

محددين - أن توجيه مسار ©-هو الاتجاه الموجب . وسيكون أمرأ سهلاً أن نعمم النظرية 

لتشمل مسارات أعم مثل الحدود الكاملة لمنطقة محصورة بين دائرتين متحدق المركز . 
/ا؟ - قهيدية وسصمة «سممتسناءمم م 

نبدأ بتجزيىء المنطقة © والمكونة من النقاط داخل وعلى © إلى فئات جزئية وذلك 

برسم خطوط مستقيمة على أبعاد متساوية وموازية لكل من المحورين الحقيقى والتخيل 


وحيث يكون البعديين أى .خطين متجاورين رأسيين مساويا للبعد بين أى خطين 


اع المتغيرات المركبة وتطبيقات 


متجاورين أفقيين . وعليه أمكننا تكوين عدداً محدوداً من المناطق الجزئية المربعة المغلقة 
بحيث تنتمى كل نقطة من 8 إلى واحدة على الأقل من هذه المناطق الجزئية . وللسهولة 
سيكون استخدامنا للفظ المربعات مرادفا لهذه المناطق الجزئية المربعة المغلقة . مع مراعاة 
أن كلمة مربع سنعنى بها محيط هذا المربع بالاضافة إلى جميع النقاط داخخل هذا المربع . 
وإذا حدث وكان أحد هذه المربعات محتويا لنقاط لا تنتمى إلى 8 » فإننا نستبعد هذه 
النقاط ونسمى ما تبقى مربع جزثى . وببذه الطريقة أمكننا تغطية #©00تالمنطقة 8 بعدد 
محدود من المربعات والمربعات الجزئية ( شكل (9*) ) » وهذه التغطية للمنطقة © هى 
نقطة البداية لبرهان التمهيدية التالية : 

تمهيدية : لتكن ؟ دالة تحليلية عند جميع نقاط منطقة مغلقة 8 نتكون من النقاط الواقعة 
على أو داخل كفاف مغلق بسيط 0 . لكل عدد صحيح موجب م ء توجد تغطية للمنطقة 
بعدد محدود (0) من المربعات والمربعات الجزئية بحيث إذا كان رع هو حدود المربع أو المربع 
الجرنى الذى ترتيبه فو فى هذا التجزبىء للمنطقة 8 . فإنه توجد نقطة ,2 على أو داخل © 


200 009 2 ,1 عق) 86> روم 60ل قال 
ره -2 


وذلك لجميع 2 ٠‏ رج عوج . الواقعة على أو داخل 3 


شكل (9*) 


لنفرض أن الغطاء الذى كوناه قبل ذكر نص المهيدية مباشرة به مربع » أو مربع 
جزئى . حدوده © ولا يحنوى مثل هذه النقطة زه التى تعقق المتباينة )١(‏ . إذا كانت 
هذه المنطقة الجزئية مربعاء قسمه إلى أربعة مربعات وذلك برسم القطعتين المستقيمتين 
التى تصل كل منهما منتصفى ضاعين متقابلين من هذا المربع ( شكل (5©) ) ؛ وإذا ل 
تكن كذلك - أى كانت مربعا جزئيا - اكمل المربع وقسمه إلى أربعة مربعات متساوية 
بنفس الطريقة ثم استبعد بعد ذلك الأجزاء الواقعة خارج المنطقة 8 . إذا لم تحوى كل من 


التكاملات يخل 


هذه المناطق الجزئية الصغيرة نقطة :2 تحقق المتباينة )١(‏ » قسمها بنفس الطريقة 
السابقة إلى مربعات ومربعات جزئية أصغر » وهكذا . 

بإجراء العمليات السابقة على كل منطقة جزئية - من مناطق التغطية الأصلية للمنطقة 
2 الع ل رم لمحت رارق لد اكايكي ا مالل بع ود سوه 
من هذه الخطوات أن المنطقة 8 قد غطيت بالفعل بمجموعة من المربعات والمربعات 
الجزئية والتى يحقق كل منها المتباينة )١(‏ . وفى هذه الحالة تكون المتبايئة قد برهنت . 

نفترض الآن أن استمرارنا لعدد محدود من المرات فى إجراء التقسيمات الجرئية » 
والمشار إليها سابقا » على مربع أو مربع جزلى لا يؤدى بنا إلى إيجاد النقطة المطلوبة 

2 لتحقيق المتباينة )١(‏ . إذا كانت هذه المنطقة الجزئية مربعا سنرمز لما بالرمز 
و اما إذا كانت مربعا جزئيا سنعتير الرمز 7 دالا على المربع المكمل هذا المربع 
الجزنى . عند تقسبم 60 إلى أربعة مربعات جزئية بنفس الطريقة » نختار واحداً منها 
لا تحقق أى من نقاطه الواقعة فى # الشرط المطلوب استيفائه للنقطة ,2 لتحقيق 
لمتباينة )١(‏ . هذا المربع الجزثى له وجود بطبيعة الخال ونرمز له بالرمر ٠6,‏ 
إذا اخترنا استدلاليا. :-:© حيث (...,1,2 - 6)»سنتفق على اخختيار 06 بأن يكون هو 
أسفل مربع وإلى أقصى اليسار من المربعات الأربعة التى ينقسم إليها المربع ا 
وَمِيْدَا الأسلوت نكون قد حصلنا على متتابعة لا نبائية 

وغ و1 سخ6 و0. و62 617 :60 

من المربعات المتداخلة أو المعششة 5عمهناوه 04اىه1(بحيث يكونبررممحتويا للمربع ,6 لجميع 
- 4 .م أنه يمكن بسهولة إثبات ( تمرين )١7(‏ بند (00)) أنه توجد نقطة 
مشتركة بين جميع هذه المربعات :6 2 أن كلا من هذه المربعات يكون 
محتويا على نقط فى # . وواضح من هذا البناء أن هذه المربعات تأخذ فى الصغر كلما 
ازدادت ا » وأن أى جوار 8>|مه-2| للنقطة م2 يحتوى كل مربع - فى هذه 
المتتابعة - يكون طول قطره أقل من 5 . وهذا يعنى أن كل جوار 6 >201 -2| يحتوى 
نقاطا من 8 بخلاف 20 »ء وعليه فإن: 
م#تكونانقطة ترام للمنطقة © بالضروة . وحيث أن © منطقة مغلقة»فإن 2ه لابد 
وأن تكون نقطة منتمية لها . 


اونا المتغيرات المركبة وتطبيقات 


شكل )5١(‏ 
الدالة 6 تحليلية على المنطقة 8 بأكملها ؛ ومن ثم فإنها تكون تحليلية عند النقطة 
مه على وجه التخصيص . وبالتالى فإن المشتقة ((2)سر الها وجود. ومن 


تعريف مشتقة الدالة فإنه يو جد لكل عدد موجب مه جوار ق8>|مج2-<| حيث 


تار - (دار 


م2 -2 

لجميع النقط ,دعو فى هذا الجوار . ومن ناحية أخرى فإِن الجوارة > |20 - :| يعتوى 
بالفعل مربع 2 طول قطره أقل من قى ( شكل (40) ) » وبطبيعة الحال هذا ممكن 
دائما بعل ءا كبيرة كبرا كافيا إذا اقتضت الضرورة . وعليه فإن مجمل المناقشة السابقة 
يعنى أن النقطة مت فى نيه تحقق المتباينة )١(‏ لجميع + فى »6 والواقعة فى #اء مما 
يناقض ما أدى إليه الفرض بأن المربع *ى باعتباره أحد مربعات المتتابعة - لا يمتوى 
نقطة فى 8 تحقق المتباينة )١(‏ . وببذا التناقض نكون قد أكملنا البرهان . 


>86 


(2)“ر- 


8 - برهاكد نظرية كوشى - جورسأة ميعموغط1 امعناهت)- وطعيمت) عط نه لممعط 


و> 


0 هي ]| 
لكل عدد موجب 7( ء. و عليه فإننا أخلص إلى أن قيمة التكامل نفسه تساوىق الصفر 
إذا أعطينا عددا اختياريا موجبا م فإنه يمكننا على ضوء التمهيدية المبرهنة فى البند 
السابق تغطية المنطقة ا بفثة من امر بعات والمر بعات الحرئية حدودها 06 حيث 
اك والآن يمكننا صياغة المتباينة )١(‏ من تمهيدية البند السابق على 
النحو التالى : كل دالة. ' 
9 ِ 8 رع)كر - (2)/ 
(ر2 عو للد 
فم و (ر ار ردج )-2ه)رة 
(ره ع ج) 0 
معرفة على المربع أو المربع الجزنى الذى ترتيبه فو الحقق المتباينة 
22( > |(2)رة| 


التكاملات 6 


لجميع النقط 2 فى نطاق تعريفها. لاحظ أن كلا من هذه الدوال دالة متصلة 
عند كل نقطة من نقاط تعريفها 5 
نلاحظ الآن أن قيمة الدالة 6 عند أئ نقطة 2 على الحد © لمربع ( أو مربع جز ) 
ترتيبه ف يمكن كتابتها على الصورة 
للك .(2)رة6(ر - ع) + تلرع) + (رع)'ررة - (رةار ع (2ال 
إذك فباخذ التكامل حول إن فى اتجاه مضاد لعقرب الساعة فإن النتائج التالية لبندر؟ 4) 
0ه ,0 عه ] 
6 رع 
تسمح لنا باستنتاج العلاقة 
3 5-5 
ر- .2 (2)رة(رج - ج) يا-تهال] 
الآن إذا اعتبرنا التكامل فى الطرف الأيسر لجميع .1 در » فإننا نغصل على 
1202 ٍ عه (ال / 1 
وذلث لأن التكاملين حول الحدود المشتركة لكل زوجي من هذه المناطق الجزئية هما 
فيمتان متساويتان ومختلفتان فى الإشارة » وذلك على اعتبار أن الجاه إجراء التكامل 
بالنسبة: لأحد الزوجين وعلى القطعة المستقيمة المشتركة بينهما يكون معاكسا لاتماه 
إجراء التكامل بالنسبة للزروج الآخر على نفس القطعة المستقيمة المشتركة ( شكل 
)):1١(‏ . وهذا يعنى أن التكاملات المتبقية هى المأخوذة فقط بطول الأقواس التى 
تكون © وهو ما تشير إليه العلاقة السابقة . ومن ذلك فإن المعادلة (ت) تعطى الآن 
,2 (2)رة (رع -ع) )22 - عه هال 
رع" ددر 3 


42 (2)/ وآ 


|42 (2)رة (ره - ميا 3 ِ 


شكل )4١(‏ 
دعنا الآن نستخدم خاصية (5) يند (44) لنجد حدا أعلى لكل تكامل فى الطرف 
الأمن للمتباينة (5) . للوصول إلى ذلك تذكر ابتداءا أن كل نت عثل تحبود 5 أو جزعءا 
من حدود . مربع كامل . سنرمز لطول ضلع هذا المربٍ بع أو المريع الجزنى لتك 


00 المنغيرات المركبة وتطبيقات 
كان كل من المتغير 2 والنقطة زة فى التكامل الذى رتبته ؤ للطرف الايمن من المتباينة (5) 
يقع على المربع © » فإننا نستنتج أن ' 
.رعق ك اره - | 
وبذلك ووفقا للمتباينة (*) يتبين لنا أن المكامل الموجود بالطرف الأيمن للمتباينة (5) 


يحقق الشرط 

202 رعقن. > |(عارفررة - ج)| 

إذا كان المسار © مربعا كاملاً فإن طوله يكون .49 . وتكون المساحة زه لهذا المربع 
20 ع رامل - رمفه رمقل > إعة هارقرة - 6 ر] | 


أما إذا كان حد © هو مربع جزنى » فإن طول فى هذه الحالة لا يتعدى رط + رىه حيث 
زا طول الجزء المشترك بين كل من © ,© . وفى هذه الحالة يكون 
)3( قررآ5 2أل. + قرا 4/2 > (رسة + رعه)ة رد 2 لن. > |4 (ارقلرة - يأ 
حيث 58 يمثل طول ضلع مربع نختاره بحيث يحتوى بداخله كلا من الكفاف © بأكمله 
وجميع المربعات الأصلية التى استخدمت فى تغطية © ( انظر شكل )4١(‏ ) . لاحظ أن 
مجموع المساحات زه لا يتعدى 82 . 

إذا كان .ةا هو طول الكفاف © فإننا نمحصل من المتباينات (5) » (8) ؛ (5) على 

.اك 2ل + 52 2ل4) > أعة (هال ا[ | 

الان إذا تحددت قيمة العدد الحقيقى الموجب 2046 بدقة فإننا - بطبيعة الحال - 
يمكننا مساواة الطرف الايمن من اللمتباينة السابقة باى عدد حقيقى موجب معطى 7 2 
الأمر الذى يحقق المتباينة )١(‏ . وبهذا الشكل تكون نظرية كوشى - جورساه قد اكتمل 
برهانها . 


8 - النطاقات بسيطة ومتعددة الترابط كمتهسه2 لعاأععدهه") تزامنابة8ة لمع رامصتك 


يقال لنطاق 8 أنه بسيط الترابط لع)ءعممم زامدنة إذا كان كل كفاف مغلق بسيط 
داخل 2 لا يحتوى داخله الانقاط من 2 . ومثال لنطاق بسيط الترابط هو النطاق 
الداخلى - أى فئة جميع النقط الداخلية - لكفاف مغلق بسيط . ومن ناحية أخرى 
فالمنطقة الحلقية الواقعة بين دائرتين متحددى المركز » تعطينا مثالا لنطاق ليس بسيط 
الترابط .. وإذا لم يكن النطاق بسيط الترابط فإنه يسمى نطاق متعدد الترابط 


التقههل لعاأععرمق زامتتاسالة ٠.‏ 


التكاملات 14 


يمكننا لنا الآن صياغة نظرية كوشى - جورساه على الصورة المرادفة البديلة التالية 

إذا كانت ؟ دالة تحايلية لجميع نقاط نطاق بسيط الترابط 2 . فإنه لكلكفاف مغلق بسيط 
© داخل 2 يكون 
200 عه مايل 

وتجدر الإشارة إلى أنه يمكننا استبدال الكفاف المغلق البسيط فى نص هذه النظرية » 
نظرية كوشى - جورساه » بكفاف اختيارى مغلق اخر لا يشترط فيه أن يكون بسيطا 
بالضرورة . فمثلا إذا كان © كفافا مغلقا يقطع نفسه عدداً محدوداً فقط من المرات » 
فإنه يمكن اعتبار © مكونا من عدد محدود من كفافات مغلقة بسيطة و بتطبيق نظرية 
كوشى - جورساه على كل منها فإننا نحصل على النتيجة المطلوبة . ا أنه يمكن لجزء من 
© أن يعبر مرتين فى اتجاهين متعاكسين وذلك لأن التكاملين بطول هذا الجزء وفى هذين 
الاتجاهين المتعاكسين مما قيمتان متساويتان ومختلفتان فى الاشارة . والحالات الدقيقة 
والتى تحتاج إلى معالجة حاذقة تنشأ عندما يكون عدد تقاطعات الكفاف المغلق لنفسه 
عدداً لا ماتيا" 

من الممكن صياغة نظرية كوشى - جورساه فى الصورة المعدلة الآتية 

نظرية : ليكن © كفافا مغلقا بسيطا وليكن 2 ,© (,...,1.2-ز)2 عدداً محدوداً من 
الكفافات المغلقة البسيطة المرسومة ف المنطقة الداخلية للكفاف © والتى لا توجد بين مناطقها 
الداخلية نقاط مشتركة . ولتكن * منطقة مكونة من جميع النقط داخل وعلى © وذلك فيما عدا 
النقط الداخلية لكل من الكفافات ن ( شكل (47) ) . ولتكن 8 الحدود الكاملة الموجهة 
للمنطقة * والمكونة من © وجميع إن مأخوذة فى مسار تكون فيه نقط » دائمأ على يسار 8 . إذا 
كانت » تحليلية عند جميع نقط # فإن 
فق 0ح عه ال[ 


شكل4950) 
لبرهان هذه النتيجة » نكون مسارا مضلعيا و1 مكونا من عدد محدود من القطع 
المستقيمة متصلة ببعضها نباية بنهاية وذلك لربط الكفاف الخارجى © بالكفاف الداخلى 
)1١(‏ _لبرهان النظرية السابقة للحالات التى تشتمل على مسارات أعم من التى نتناوها هنا , انظر على سبيل المثال 
الببوه (59) , (54) : (58) من المجلد الأول لكتاب ماركو سوشفتش 8©97169وناءظ8497 المذكور فى 
ملحق(١)‏ فى آخر هذا الكتاب . 
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© ء ثم تكون مساراً مضلعيا آخر و1 ليربط الكفاف ,© بالكفاف ج0 ؛ ونستمر بنفس 
الطريقة حتى نصل لرسم مسار مضلعى ردي يربط الكفافين ,© و © . الأسهم - 
باتجاهاتها - المبينة فى شكل (47)تمكننا من تكوين كفافين بسيطين مغلقين ركا,جءا كل 
منهما يتكون من مسارات مضلعية .1 أو زنة - وأجزاءمنكزمن ©,© » وبحيث يكون 
مسار كل منهما فى اتجاه تكون فيه النقاط الداخلية له دائما على يسار المسار . ووفقا لهذا 
فإنه يمكننا الآن تطبيق نظرية كوشى - جورساه على الدالة ؛ على كل من وكا,ج» على 
حدة » وعليه يكون مجموع التكاملين على هذين الكفافين .مساويا للصفر . ولما كان 
التكاملان فى اتجاهين متعاكسين بطول المسار إة هما قيمتان متساويتان ومختلفتان فى 
الاشارة » فإن ما يتبقى لدينا فى النهاية هو التكامل على المسار 8 فقط ونكون بذلك قد 
برهنا المعادلة (؟) . 
لتوضيح هذه النظرية » نلاحظ أن 7 
ودر[ 

حيث 8 هو الدائرة 2١12-2‏ موجهة ف الاتجاه الموجب . بالإضافة إلى الدائرة 
1 -2| موجهة فى الاتجاه السالب ( شكل (55) ) . المكامل دالة تحليلية لجميع 
النقط فيما عدا عند 2-0 و 34+ -2 وهذه النقط الثلاث تقع جميعا خارج المنطقة 
الحلقية التى حدودها 8 . 


٠ه‏ - التكاملات غيراغدددة كلسيعام! عالسقعدما 


لتكن وت .2 نقطتين فى نطاق بسيط الترابط 8 » ولنفرض أن 6 دالة تحليلية عند جميع 
نقط 8( شكل (45) ) . إذا كان 01 ,© كفافين يربطان 2,2 ويقع كل منهما بأكمله 
داخل #9فإن ,© ,© - يكونان معا كفافا مغلقا . وحيث أن نظرية كوشى - جورساه 
يمكن تطبيقها على أى كفاف مغلق فى نطاق بسيط الترابط » فإننا نجد أن 
0دعه هار[ دعة ور ل 
2 6 
حيث 5 تمثل نقاطا على و2,6© . ومن هذا نرى أن التكامل من مة إلى 2 لا يعتمد على 


التكاملات اوقل 
الكفاف المأخوذ طالما كان هذا الكفاف يقع بأكمله داخل 8 » ويهذا الشكل يعرف لنا 
هذا التكامل دالة 8 على المنطقة البسيطة الترابط 2 : 
لق كل (0)/ 1 )م 


شكل(44) 


نبرهن الآن أن مشتقة )5 لها وجود وتساوى (©4 . لتكن 2 . مد +2 أى نقطة 
لا تساوى 2 وتقع فى جوار ما للنقطة 2 يقع بأكمله داخل 8 ( شكل (45) ) . إذن 


0 عه + 1 
5 (5)/ ٍ - 0 فى ا - ()” - (عد + ج)م 
4+ 
0014 ]- 


مع مراعاة أنه يمكن لنا اختيار مسار التكامل من ي#إلى عه +ء ليكون قطعة مستقيمة . 
وحيث أنه يمكننا كتابة ( تمرين )١*(‏ بند (40) ) 


2+2 1 جذ + 12 
كك (2)/ 1 - ته 2-- هار 
فإننا نجد أن 


3 (7)2 - رجه + )1 


31+52 
عه [(ه)ر- هانا ير - هار ف 


00 سر 5 
ب 5 
١‏ 


أعد+ءم5 1 


سير ك3 


5 لكن حيث أن ؛ متصلة عند النقطة ‏ » فإنه لكل عدد موجب ,ة © يوجد عدد موجب 
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6 بحيث 
ع > عار - (ى)را 
طالما كان م>إج2-ص|. وبالتالى فإذا كانت النقطة ‏ 2م +2 قريبة قربا كافيا 
من بحيث ,ق>إجدا| » فإن 


به - مداه سا > وير 8 لعش عا 


00 |42] جذ 
اى ان 
ير 78 هف ل ور 
42 42-0 
وعليه فإن مشتقة التكامل )١(‏ لا وجود عند كل نقطة * فى 8 ويكون 
2 12ح )"8 


وعليه فإن التكامل امحدد لدالة تحليلية هو دالة تحليلية متغيرها هو الحد العلوى لهذا 
التكامل . وذلك بشرط أن يكون مسار التكامل مقصوراً على نطاق بسيط الترابط 
وبحيث تكون الدالة المكاملة دالة تحليلية على هذا النطاق بأكمله . 

نلاحظ من التكامل (01) أن قيمة (2) تزداد ( أو تنقص ) بمقدار عدد ثابت 
وذلك عند استبدال الحد السفلى. 20 هذا التكامل بعدد ثابت آخر . فى هذه الحالة 
تسمى الدالة ()8 تكاملا غير محدد ادموعاما ءانمءهما مده أو دالة مشتقة مقابلة 
عانامه لمم ويعبر عن ذلك بأن نكتب 

عة )1 ] - )م 

ومعنى هذا أن )5 دالة تحليليةمشتقتها (4)2. وعلى ضوء المعادلة )١(‏ فإن أى تكامل 
محدد يمكن حسابه على أنه التغير الحادث فى قيمة تكامل غير محدد » وهى خاصية 
مطابقة لنظيرتها بالنسبة للدوال الحقيقية لمتغير حقيقى ؛ أى أن 
0 32 - )5 - (ه)" د هة (2) 1 8 - عه (2)ل 5 - 42 )ل 1 


ومفهوم بطبيعة الخال أننا سنظل متفقين على أن مسارات التكامل ستكون مقصورة على 
نطاق بسيط الترابط تكون فيه 6 تحليلية . 

يجب ملاحظة أنه إذا كانت (6)2 دالة تحليلية بخلاف 56 بحيث ©)/- (6")2 فإن 
مشتقة الدالة 6)2 -7)2 - (8#)2 هى الصفر . وعليه فإذا كانت (بز,ء)دة + (بر,»«)ه - (21)2 
فإننا نحصل على 

:0 ع (نز,ء)يرقة + (تزوعد)يرفة 

مما يعنى أن 0- (ر»)يه - (ز,»)ييه على النطاق بأكمله الذى تكون فيه كل من ,© 
تحليلية . وعلى ضوء معادلتى كوشى_ريمان فإن 0-(بز»)رة - (نزيلدما يعنى أن الدوال 


١ التكاملات‎ 


(«ز:)ه و(»)» دوال ثابتة . ومن هذا نخلص إلى أن 88 دالة ثابتة » وذلك يستتبع بالتالى 
أن الفرق بين 560 ,(2)© هو عدد مركب ثابت . ونتيجة لذلك فإن أى تكامل غير محدد 
للدالة )6 يمكن أن يقوم مقام الدالة )5 ف المعادلة (5) . 
وعلى سبيل المثال فإن الدالة الشاملة 28/3 - (5)2 هى تكامل غير محدد للدالة. 22 - (2)/ر 
وحيث أن 22 دالة شاملة فإنه يمكننا كتابة 
"جمد إود عه 22 

لأى كفاف واصل بين النقطتين 0ج و 2 
وكمثال اخر » دعنا نحسب قيمة التكامل 
5( ول تلاج ]1 

5 


1+4 


1 


حييا 


(4 20 > 0 > 0,0 <م) ويه تلن - للج 

وأن الكفاف الواصل بين حدى التكامل المحدد يقع أعلى احور الحقيقى للمستوى 
المركب 2 . هذه الدالة ليست تحليلية عند نقط الشعاع ‏ 0-0 . وعلى وجه 
التخصيص فإنها غير تحليلية عند 2-1 . إلا أننا من الناحية الأخرى ترى أن الفرع 


أله 7 0 
3 >> 5 - ,0<م) دهت ل - هال 


للدالة 2:2 المتعدذة القيم يكون تحليليا عند كل نقطة فيما عدا نقط الشعاع هرج - -6, 
وتكون قيم الدالة )4 فوق المحور الحقيقى مطابقة لنظائرها بالنسبة للدالة المعطاة فى 
(0) . وبالتالى فإنه يمكن إحلال الدالة المكاملة بالدالة 6 . والآن فإن 


3 0 رم 23/2 3/2 
د>9> 2 0<م) كنت عع اديع 


يكون تكاملا غير محدد للدالة 52 ؛ وعليه فإن 


2+ 4 56 (2اعذاي ار - جل 2اأج [١‏ 


التكامل (4) تكون له قيمة أخرى » إذا أخذ على كفاف يقع أسفل المحور الحقيقى » 
وهنا يمكتنا استبدال المكامل بالفرع 


57 7 900 
(0>35 > 0<م) مت مل. - هاو 


مع ملاحظة أن قيمه فى النصف السفلى للمستوى تكون مساوية لنظائرها بالنسبة للدالة 
(0) . وحيث أن الدالة التحليلية 
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فد >0> 0 > ( كلمت ذم - 2اذوج 
هى تكامل غير محدد للدالة )م » فإننا نتحصل على 
37 5 1 -)ة د (تاكذام ب >ذام)ج د ول 2ج 1 
#- 
الآن فإن تكامل الدالة (ه) مأخوذا فى الاتجاه الموجب حول كفاف مغلق بسيط 
يتكون من مسارين أحدهما من النوع الثانى ( الأخير ) والآخر من.النوع الأول تكون له 
القيمة الآتية : 
.4- - ( + |)ة -( +1-)ة 
تماريسن 
١‏ س حدد فى كل حالة من الحالات التالية النطاق الذى تكون فيه الدالة 6 تحليلية ثم طبق 
نظرية كوشى - جورساه لإثبات أن 


م-عة ايل 
وذلك عندما يكون الكفاف المغلق البسيط © هو الدائرة ‏ 1-|2| وعندما 
7 1 5 2-5 5 1 
لق جح - (ار 0 رب + ع (تاكر ؛ رج 5 60 


ف 2طعم: - (هاثر ؛ ‏ لهم 2صفا- (هكثر ؛ «) (2+2)همآ- هار . 
؟ - لتكن 8 هى حدود المنطقة المحدودة بالدائرة 4 -21| والمربع الذى تكون أضلاعه منطبقة 
على المستقيمات 1+ - بر ,! + - «د. إذا أخذنا اتجاه مسار 8 بحيث تقع المنطقة دائما على 
يساره فبين لماذا يكون 
عه هار 
لكل من الحالات الآتية : 


1 2+2 
“اث ؛ رب لاقل سد 
© وبميق ار يد > 


- يكن © كفاف مغلق بسيط فى داخليه كفاف مغلق بسيط م©. حيث كل من © ,0م© 
موجها فى الاتهاه الموجب . إذا كانت ؟ دالة تحليلية فى المنطقة المغلقة المحدودة بهذين 
الكفافين . برهن أن 


5 تيد 
- رار : برجم عار 


عه هار إ-عه 10 
.6 2 
- استخدم نتائج تمرين (”) من هفا البند وتمرين )١5(‏ من بند (540) لإثبات أن 


قط لدم لديو تق 2م م 
6 اج ساوج 


حيث © هو حد المستطيل 2 > برك 53,0 >0 موجهاف الاتجاه الموجب 


0 


التكاملات 1١‏ 
استخدم تكاملاً غير محدد لإثبات أن 
1 

و (..,0,1,2-م) 0 م 
حيث © أى كفاف يصل النقطتين > وا 8 
أوجد قيمة كل من التكاملات الآتية عندما يكون مسار التكامل كفافاً اختيارياً واصلا 
بين حدى التكامل لكل من هذه التكاملات 

4 م ؛ ربع 2 3002 1 ؛ رج مر 
الأجوبة : ,ل +/(2 + )) ؛ رب 200 ؛ (ج) صفر 
إذا كان ا مم 6ت ,60ج 0ت قائبتأن لخدي 


ارك 22رمع 


وذلك طلما كان مسار التكامل هو داخليه نطاق بسيط الترابط لا يحتوى نقطة الأصل . 


اشتخدم هذه النتيجة لبرهان أن ص 

0 6 
لأى كفاف مغلق بسيط © تكون فيه نقطة الأصل إما نقطة داخلية أو نقطة خارجية هذا 
الكفاف . 


لتكن ىن .21 .2 ثلاث نقاط مختلفة من نقاط نطاق بسيظ الترابط 1 . بفرض أن كلا 
من (2)؟ ومشتقتها (2)"/ر دالة تحليلية عند جميع نقط 17 فيما عدا عند النقطة م2 ١‏ 
عمم النتيجة المعطاة فى تمرين (7) لبرهان أنه لكل كفاف داخل 1 واصل بين التقطنين 
1 ,22 وغير مار بالنقطة م2 يكون 

(1)2 - (مه)/- هه (2):/ 1 
ومن ثم استنتج أن 0- عه (2/ ل لأى كفاف مغلق بسيط © داخل 2 وغير مار بالتقطة 
20 .اعط أمثلة لمثل هذه الدوال والنطاقات. 
استخدم تكاملا غير محدد لايجاد قيمة التكامل ٍ ْ/ 
بالنسبة لأى كفاف يقع فى النصف الأيمن المتوى الركن وواصل بين التقطتين 
21- - 21,2 - 2 . لاحظ أن الفرع الرئيسى 2 1.06 هو تكامل غير محدد تحليل عند جميع 
نقط نصف المستوى 0<* فيما عدا عند نقطة الأصل وذلك بالنسبة للدالة ١1/2‏ 
حل القرين السابق (4) لأى كفاف لا يمس الجزء غير السالب من المحور الحقيقى . 
الإجابة : - 
لاحظ أن الدالة وحيدة القم ل 
آت 520 - ,و<م) وت علد خلا ع (هال 


وحيث 0- (0)رء هى دالة متصلة لجميع نقط نصف المستوى + 5 6 5 0 ,0 < ,.إذا كان 


1١4‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


© موجها فى الاتجاه الموجب هو حد نصف القرص + >6 1,05 >> 0 6 برهن أن 
0-عة هاي 
وذلك بحساب تكاملات (2): على نصف الدائرة وكذلك على كل من نصفى القطرين 
المنطبقين على محور السينات . اذكر لماذا لا يمكننا استخدام نظرية كوشى - جورساه فى 
هذه الخحالة ؟ 
- الفترات المتداخلة أوالمعششة 10060815 2/5060 . نكون مسابعة لا نهائية من الفترات 
المغلقة .1,2 ,0 4) مقكع 5ه بواسطة قاعدة لاختيار نصف فترة 
معلومة . نختار الفترة ,8 >+ > .06 ا لتكون أحد النصفين الأيمن أو الأيسر للفترة 
الأول المعطاة ,,ن > + > ممءونتار الفترة ‏ ,ثم ك + ك .م لتكون أحد نصفى الفترة 
رذ ك + ك رماء وهكذا . برهن أنه توجد نقطة ما مشتركة بين جميع الفترات المغلقة . 
اقتراح : لاحظ أن النقط مهتمثل متتابعة غير تناقصية من الأعداد وذلك 
لان 66 > ..ءه ك .ه ك وه وعليه فإن هذه المتتابعة نهاية 4 عندما تؤول 0 إلى م.. برهن أن 
المتابعة المكونة من النقط ,رط ها أيضاً نباية 18 , ثم بين أن مدع هدم. 


١٠“‏ - المربعات المتداخلة أو المعششة 5عموناوة لامعلا" المريع ,4 ك برك مه ,و8 ك « ك مه :وه 
حيث ١‏ معء-لك -مه-ءة يقسم إلى أربعة مربعات هتساوية برسم خطوط 
موازية للمحورين. نختار أحد هذه المربعات : 


4 ك « كي ررط ك ع ك ره اره حيث 4-0 حيودعيؤ 


وفقا لقاعدة معطاة نستخدمها لاختار المربع ..هم بتقسم المربع ,6 بنفس الطريقة 
وهكذا ( انظر بند (/40) ) . برهن أنه توجد نقطة (ملا.م) تنتمى لمجميع المناطق المغلقة 
المكونة للمتتابعة اللانهائية .... ,ده ,ره ,مه 

اقتراح : استخدم نتائج تمرين )١7(‏ لكل من متابعتى الفترات المغلقة 


(...,0,1,2 - ) مك ك5 برك نه و .8 ك + كمه 


١ه‏ - صيغة تكامل كوشى فأسصده"1 لممععام] جطعبسوت ع1 
نعطى الآن نتيجة أساسية أخرى : 
نظرية : لتكن ؛ دالة تحليلية عند جميع النقط داخل وعلى كفاف بسيط مغلق © 
وموجها فى الاتجاه الموجب . إذا كانت 2 داخلية للكفاف © . فإن 


2 (دار م 1 
00 أ يي - (قار 


تسمى الصيغة )١(‏ صيغة تكامل كوشى » وهى تنص على أنه إذا كانت ؟ دالة تحليلية 
داخل وعلى كفاف مغلق بسيط © » فإن قبم 6 داخل © تتحدد تماماً بواسطة قمم » على 


التكاملات 1568 


© . وعليه فإن أى تغير فى قم 6 عند نقطة داخل © يصاحبه بالضرورة تغير فى قيمة 6 
المناظرة على الحد © . 
لتو ضيح فائدة الصيغة )١(‏ فى إيجاد قم التكاملات » سنبين أن 
2 2042 1 
5 (7جعج)22- وم 
حيث © هو الدائرة 2 -إ2)]2 موجهة ف الاتجاه الموجب . وحيث أن الدالة 
(22 - 2/9 > 2)ر تحليلية داخل وعلى ©» فإنه يمكننا استخدام صيغة تكامل كوشى لهذه 
الدالة بأخذ :- - م2 . وعليه فإن قيمة التكامل المعطى هى - 5/* > ,0-)/2. 
لبرهان النظرية سنعتبر دائرة م© : 
2 امه - ة| 
مركزها و ونصف قطرها م؛ صغيرا ما أمكن يضمن لنا وجود م© فى داخلية © 
( شكل (5؛) ) . الدالة (2 - 2(/)2)ر تحليلية عند جميع النقط داخل وعلى © وذلك 
فيما عدا عند النقطة ج2 . إذن باستخدام نظرية كوشى - جورساه للمناطق المتعددة 
الترابط فإن تكامل هذه الدالة حول حد المنطقة بين ©.ىم© تكون مساوية للصفر 
( بند (49) )ع وعليه فإن 
لد ةر 
2 2 


اتساج 2-2 


حيث كلا من التكاملين مأخوذ فى الاتجاه الموجب . 


شكل (45) 
وحيث أن تكامل الدالة ‏ (2/2-20)/ر حول ©,م© متساويان فإننا نحصل على 


/)2( 2 


ومع 


0( د و 


2-26 


]20ل - 


2 26 


لان أو خا يدب م عل ون . وباستخدام تمرين )١17(‏ من بند (45) نحصل على 
(١‏ 1 02 ا 
20 


,251 ع 


0 2-0 


1 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


سنبرهن الآن أن قيمة التكامل الأخير فى المعادلة (؟) تكون مساوية للصفر . حيث 
أن 6 متصلة عند مخ فإنه يوجد لكل عدد حقيقى موجب ‏ عدد حقيقى موجب 8 حيث 
لك © > لمر - (هارا طالما .8 > اوه - | 

نختار الآن عدداً حقيقياً موجبا ‏ أصغر من 0 وصغيرا صغرا كافيا بحيث تقع 
اه ا 1 ا . لاحظ أن المتطابقة ابجنى فى (4) متحققة لكل نقطة م 
من نقط الدائرة . لاحظ الآن أن قيمة التكامل الأخير فى المعادلة (؟) لا تعتمد على 
ل 0" وذلك لأن قيمة كل من التكاملين الآأخحرين للمعادلة 0 
لا تعتمد على هذا الاختيار .2 من هذه الحقيقة يحق لنا اختيار نم بحيث«-وباستخدام 
خاصية (5) من بنل(غ 4 )و مع ملاحظة ان طول ,0 هو الآن 27 نحصل على 
ين 0ت)1- هال 1 


7 ع 27 2 
7 2-26 


وذلك لأن القيمة المطلقة للدالة المكاملة هنا أقل من «/ه . وبالتالى فإن القيمة 
المطلقة للتكامل الأخير من المعادلة (1) يمكن جعله أصغر من أى عدد حقيقى موجب 
نشاء وهذا يعنى أن قيمة هذا التكامل لابد وأن تساوى الصفر . 

المعادلة (؟) تؤول إذن إلى 


كسرع 


2-2 


وبذلك نكون قد استكملنا برهان النظرية ٠‏ 


"© - مشتقات الدوال التحليلية مده ذاعمن1 أأاجلهمة أو وعجاوجلند1 

فى هذه المرمحلة أصبح بإمكاننا برهان أنه إذا كانت ] دالة تحليلية عند نقطة ماء فإن 
مشتقات 8 م١‏ ن جميع الرتب لطا و جود عند هذه النقطة وأن كم ل مشتقة من هذه المشتقات 
تكون تحليلية عند هذه النقطة . 

سنفرض أولا أن 8 دالة تحليلية داخل وعلى كفاف مغلق بسيط © . ونفرض 
أن 2 نقطة ما داخل © . إذا كان ه يرمز لنقاط الكفاف © فإن صيغة كوشى 


للتكامل 
١‏ كه (تار 
00( : عور 
ستمكننا من إثبات أن مشتقة ؟ عند # ا اتمثيل التكامل 
9 4 ار : 
أي - هار 


التكاملات لحيل 
لاحظ أن الصيغة )١(‏ يمكن الحصول عليها صوريا - وليس استنباطيا - من )١(‏ وذلك 
بأخذ مشتقة الدالة المكاملة فى )١(‏ بالنسبة للمتغير 2 . ولاثبات الصيغة (؟) نلاحظ أنه 
وفقاً للصيغة )١(‏ يكون 


١ 1 0 9‏ _©/ر- عه دمر 
4 42 6 عف)اد- 42 
للحم إرلت 
(2-2ه مدل 02 


الآن نستخدم خاصية اتصال 6 على © لنبرهن أن هذا التكامل الأخير يؤول إلى 
التكامل كر 
د 


2 م 


وذلك عندما يؤول مد إلى الصفر. وهذا يعنى أن مقياس الفرق بين هذين 
التكاملين : 
كك (5)ر 

مكتيج زعد 
يؤول إلى الصفر باقتراب َك من الصفر . لتكن 88 هى القيمة العظمى لقم |(م)/| 
على © وليكن .1 طول © . إذا كانت ف أصغر مسافة بين # وبين أى نقطة على © 
وكان #4>إعه| فإن 

لل إعذ| عه (عار 

تفلي > لجسل ويج زمه | 
والكسر الأيمن فى هذه المتباينة يؤول إلى الصفر عندما يؤول د إلى الصفر . وعليه فإن 

045[ م ل _ ©)/- رعذ + عار 1 

0 42 002 / )- 2 


وهذا يبرهمن الصيغة .)١(‏ 


باستخدام نفس الطريقة التى استخدمت لبرهان الصيغة (5؟) فإننا نجد أن 


ليق ملف 1 - ماخر 


23 )لاع 
ولتبيان ذلك نلاحظ أن الصيغة (؟) تعطى 
5ل (ق)ل 2 1 ا ا لالس ف 
عه [22-دى <ر(جه-ع-6]ءل ع2 2 42 


7/04 عه -(2 -2 1 


2(20-2ة ددع لل م2 7 
وحيث أن , متصلة على © فإنه يمكننا اسنتخدام نفس الطريقة السابقة لإثبات أن هذا 
التكامل الأخير يؤول إلى التكامل 


ذل المتغيرات المركبة وتطبيقات 


2 


3ج دى 

عندما يؤول مه إلى الصفر ء وهذا يبرهن الصيغة (9) . 

الصيغة (9) تبرهن وجود المشتقة الثانية للدالة 6 عند أى نقطة + فى داخلية © . وفى 
الواقع فإن الصيغة (") تعطى لنا أكثر من ذلك , ونعنى بذلك أنه إذا كانت 6 تحليلية 
عند نقطة ما فإن مشتقتها تكون أيضاً تحليلية عند نفس النقطة . ولتوضيح ذلك نقول إنه 
إذا كانت م تحليلية عند # » فإنه توجد بالضرورة دائرة مركزها : بحيث تكون 4 تحليلية 
عند جميع النقط داخل وعلى هذه الدائرة . ووفقا للصيغة (*) فإن (2) ا وجود 
عند أى نقطة داخلية لهذه الدائرة » وهذا يعنى أن مشتقة 6 تحليلية عند 2 . 

باستخدام نفس البرهان السابق على الدالة (2)"/ بدلا من (2)/ فإنه يمكننا إثبات أن 

(2)”/ تحليلية وهكذا ؛ وبهذا الشكل نكون قد برهنا النظرية الأساسية الآتية : 
نظرية : أى دالة تحليلية عند نقطة ما الها مشتقات تحليلية من جميع الرتب عند هذه 
النقطة 

حيث أن 2)/ تحليلية » وبالتالى متصلة » وحيث أن 
و(لار)رفاة - (نزو درن ح (تزد)يضة + (لزميلة - (2) "1 
فإننا نستنتج أن المشتقات الأولى للدالتين ه,؛ دوال متصلة . وحيث أن ©)”/ 
تحليلية » وبالتالى متصلة » وحيث أن 
(لا,3)برولةة - (لم)يررظ حت (لزرلا )بيرلا + (نز, )بيرلا > (2)” ار 

وهكذا , فإن المشتقات الجرئية من جميع الرتب للدالتين ه,؟ دوال متصلة عند أى نقطة 
تكون عندها , تحليلية . وقد سبق لنا وأن تعرضنا هذه النتيجة بالنسبة للمشتقات الجرئية 
الأولى والثانية عندما تعرضنا لدراسة الدوال التوافقية فى بند )5١0(‏ . 

الأفكار التى استخدمت فى برهان الصيغتين (؟) » (”") يمكن استخدامها تتابعيا 
للحصول على صيغة تكاملية لأى مشتقة ذات أى رتبة نشاء . وفى الحقيقة فإن 
الاستنتاج الرياضى يعطى الصيغة العامة الآتية : 
ا 0 شك ]وهر 

(2 دقع 


21 
وذلك لأن الصيغة قد برهنت عندما 1-م2 » وبافتراض صحة هذه الصيغة لأى 


عدد صحيح موجب معين -5 » فإنه يمكننا استخدام نفس الطريقة السابقة 
لاثبات صحة الصيغة عندما 4+1 - م . وسنترك للقارىء أداء تفصيلات البرهان » 
مع افتراضنا بأن يبقى الفرق 28-2 كوحدة واحدة وذلك أثناء إجراء عمليات 


التكاملات م6١‏ 


التبسيط الجبرية . 
إذا اتفقنا على أن يكون 476200 «الاً على (3120 1 !0 فإنه يمكننا أن نكتب 
1 2 (هار 00 
1 ,1,2 ,0 - ونم ل | - )"ار 


والتى تعطى صيغة تكامل كوشى عندما تكون « مساوية للصفر ؛ وتعطى أيضاً الصيغة 
(4) - مع اختلاف طفيف فى الرموز المستخدمة - وذلك عندما ....,1,2 ع مء 
وكتطبيق للصيغة (ه) » نلاحظ أنه إذا كانت 2-1)/» فإن 
,1,2 دم) م جيم ]| 22 ا 

(20 - 2) مع 20 > 2 ون 5 
حيث © هى الدائرة التى مركزها 20 ونصف قطرها 70 موجهة فى الاتجاه 
الموجب ( انظر تمرين )١5(‏ من بند (48) ) . 

الصيغة (5) » وصيغة تكامل كوشى على وجه التخصيص , يمكن تعميمها لتشمل 
الحالة التى يستبدل فيها الكفاف المغلق البسيط © بالحد الموجه 8 لنطاق متعدد الترابط 
على شاكلة النطاق الذى اعتبرناه فى نظرية بند (49) . وهذه الحالة المعممة يمكن برهانها 
إذا كانت 20 نقطة داخلية للنطاق وكانت 5 تحليلية فى المنطقة المكونة من النطاق 


وحده 8 


"اه - نظرية موريرا صمعممعه؟ ونمعمملح 


فى بند (00) برهنا أن مشتقة الدالة 


00 كه (ه)/ 1 - )5 
لها وجود عند كل نقطة من نقاط أى نطاق بسيط الترابط 0 تكون فيه )8 تحليلية . 
وفى الحقيقة فإن 
.(2) رع (2) "له 


ورغم أننا افترضنا أن الدالة 6 تحليلية فى 8 » فإننا لم نستيخدم فى البرهان إلا خاصية 
اتصال ؟ بالإضافة إلى الشرّط بان تكامل ؛ حول أى كفاف مغلق بسيط فى داخلية 2 
يكون مساويا للصفر . وعليه » فإن توفر هاتين الخاصيتين فقط للدالة 6 » يمكننا من 
برهان أن 5 تحليلية فى 8 و بأن(2)ر- (ج)"#دمن ذلك نتبين أن 6 تحليلية فى وذلك لكونها 
مشتقة دالة تحليلية ( بند (51) ) . وبهذا نكون قد برهنا نظرية منسوبة إلى ! . موريرا 
1١8655 ( 5. 08‏ - 1905 ) والتى تنص على : 
نظرية : إذا كانت 6 دالة متصلة عند جميع نقط نطاق بسيط الترابط 8 وكان لكل 
كفاف مغلق بسيط © داخل 2 2 


ل المتغيرات المركبة وتطبيقات 


00 0 مهال 

فإن 6 تكون تحليلية عند جميع نقط « . 

نظرية موريرا تزودنا بمعكوس لنظرية كوشى - جورساه . 

يمكننا تعمم نظرية موزيزا لأي نطاق اختيارى 8 يتحقق معه الشرط (؟) بالنسبة 
لأى كفاف بسيط مغلق تقع داخليته أيضاً فى داخلية 8 . وذلك لأنه إذا كانت م2 نقطة 
فى © فإنه يوجد جوار 201>8 -2] ف 2 ء وفى هذه الحالة يمكننا تطبيق نظرية موريرا 
على الجوار 8 لنبين أن 6 تحليلية عند م2 ؛ وعليه فإن الدالة 6 تكون تحليلية عند جميع 
نقط 2 . 
4ه - القم العظمى لمقاييس الدوال كممتاعمب"؟ قو ناسنلمكل؟ مسسستحوكح 
لتككن ؟ دالة تحليلية وغير ثابتة القيمة عند نقط قرص دائرى مفتوح ,: > 1و2 - 2[ مر كزه 
م . إذا كان ) هو الدائرةم > إوت - #|حيث,ى: > > 0» فإن صيغة تكامل كوشى تعطى 
)0 7/24 ع لي 


١2 - 2‏ 1نع2 
مع مراعاة أن المسار © موجه فى الاتجاه الموجب . إذا اعتبرنا اتمثيل البارامترى 
2 > 56 0) “6: + م > (2)0 للدائرة © فإن الصيغة )١(‏ يمكن كتابتها على الصورة 


0( ,0 (0امر + 2 0/20 


- تار 


الصيغة (5؟) تبين أنه إذا كانت لدينا دالة تحليلية داخل وعلى دائرة ما فإن قيمة هذه 
الدالة عند مركز الدائرة هى الوسط الحسالى لقم هذه الدالة على محيط الدائرة . 
من صيغة )١(‏ نحصل على المتباينة 


 )0‏ اإب>مدم» 0ه إرام, + معألا"( ] جك المعاكرا 

وواضح أن الصيغة (*) صحيحة أيضاً فى الحالة الخاصة التى يكون فيها ه- ٠‏ . ومن 
الناحية الأخرى إذا افترضنا أن |(م2)/ | > |(2)/| لجميع + التى تحقق 70> |م2- 2| فإن 
(9) »دم المعال| > قه زمر + معار ”.| جل 


من المتباينات (©) و (4) نجد أن 
, 1 
,48 [("ام + مقاير | ,| جو - المعارا 


أى أذ اهعم 4-60 زرك + ترا - العايا] ,ل 


اتكاملات مم١‏ 


وحيث أن الدالة المكاملة فى الصيغة الأخيرة دالة متصلة غير سالبة فإننا نستنيج أن 
0ع اهم + متار| - إلمعكر| » أى أن التلى/| -|2©/| 
لجميع 2 المحققة للمتباينة 7 > إم2 -2] .لكن هذه النتيجة تعنى أن الدالة (5)2 ثابتة 
القيمة عند جميع نقط النطاق 70> 1و -2| ( انظر تمرين 9 (ج) بند(١؟))‏ » وهذا 
يخالف ما افترضناه ابتداء من أن (2)/ ليست ثابتة القيمة على هذا النطاق . وهذا يعنى أن 
الفرض القائل بن إ(ت)/ر| ك (2كر| الجميع قب 2 التى تحقق مم > امه - | 
يؤدى إلى تناقض . 0 
ما برهناه أعلاه يعنى أنه إذا كانت ٠‏ دالة تحليلية غير ثابتة القيمة فى جوار للنقطة 
ء فإنه توجد نقطة واحدة ‏ على الأقل فى هذا الجوار بحيث 
فق كيرا < ارهار| 
والنظرية التالية والتى يطلق عليبا قاعدة القيمة العظمى عام مةرم ناتزأة 1 هى 
إحدى النتائج الحامة للنتيجة السابقة . 
نظرية : إذا كانت ! دالة تحليلية وليست ثابتة القيمة فى داخلية منطقة ما #8 . فإن 
|(2)/ اليست ها قيمة عظمى فى داخلية # , 
وحتى نستكمل برهان قاعدة القيمة العظمى » فإننا نحتاج إلى نتيجة يمكن 
استخلاصها بشكل مباشر من نظرية بند )٠١5(‏ بالباب الثانى عشر . ونعنى بذلك أنه 
إذا كانت دالة 8 تحليلية ليست ثابتة القيمة فى داخلية منطقة #* » فإن م لا تكون ثابتة 
القيمة على أى جوار لأى نقطة فى داخلية 8 . لنفرض الآن أن |(2)/| لها قيمة عظمى عند 
النقطة م2 فى داخلية 8 . هذا الفرض يعنى أن |(مت)/| > ا(تر لجميع نقاط جوار 
ما للنقطة م2 » وهذا يناقض المتباينة (0) . 
إذا كانت ء دالة متصلة عند جميع نقط منطقة مغلقة ومحدودة # وكانت ؟ فى نفس 
الوقت تحليلية عند جميع نقاط داخلية © , فإن الدالة المتصلة |(1]/)2 يكون لها قيمة 
عظمى فى #8 ( بند (17) ) . وهذا يعنى أنه يوجد عدد حقيقى موجب ثابت 00 بحيث 
4 ك |(2)/| لجميع 2 فى 8 وأن التساوى لابد وأن يتحقق عند نقطة واحدة 2 على 
تل ف بلتوإذا كانت #.دالة ثبية القيمة فإ قات |(عار ابيع فى . أما إذا كانت 6 
ليست ثابتة القيمة فوفقا لقاعدة القيمة العظمى فإن24 عت |(2)/ الجميع النقاط + فى داخلية # 
وعليه فإنه إذا كانت 6 دالة متصلة عند جميع نقط منطقة مغلقة ومحدودة 8 وكانت ؟ 
فى نفس الوقت تحايلية وليست ثابتة القيمة فى داخلية * فإن |(2)/| تأخذ قيمتها العظمى 
على حدود # وليس عند أى نقطة فى داخلية © . 


هو المتغيرات المركبة وتطبيقات 


خواص القم الصغرى للدالة (2)/ا وكذلك خواص القيم العظمى والصغرى 
للدالة التوافقية [(2)/] 86 - (ر»)ءه2 تعالجها اتمارين الموجودة فى نباية هذا الباب . 

إذا كانت ؟ دالة تحليلية فى داخلية وعلى محيط الدائرة م - إمة - | فإن المثيل التكامل 
لمشتقات ء عند م2 يعطى بالصيغة 


(...,1,2ع م) ع2 (2)ر | 


- ار 


مة - ق)ى (251 


حيث م© هو الدائرة التى مركزها مه ونصف قطرهامء موجهة ف الاتجاه الموجب . إذا 


كانت 84 هى القيمة العظمى للدالة ا(تارا على © فإننا نحصل على متباينة 
كوشى (اللهسوعم وا رعسو الآتية 

11 
20 ,1,2 -م) دك إلمم"را 


وعندما 0-1 فإننا نمحصل على الشرط 
0 كك إ(متاسرا 
0 

وهذه النتيجة تمكننا من برهان أن أى دالة شاملة بخلاف الدالة الثابتة لا يمكن أن تكون 
دالة محدودة لجميع النقط 2 ؛ وتعرف هذه النتيجة بنظرية لواقيل والتى نجملها فيما يل 

نظرية لواقيل .مم5 و'ملاندسهنة : أى دالة شاملة ومحدودة لجميع نقاط 
المستوى المركب لابد وأن تكون دالة ثابتة . 

لبرهان ذلك نلاحظ أن الفرض المعطى يستلزم وجود عدد حقيقى ثابت 84 بحيث 
4 5 |(2ر| لجميع 2 . وعليه فإن المتباينة (9) تكون صحيحة لأى عدد حقيقى 
موجب ىء ولجميع 20 . وحيث أنه يمكننا اختيار م, لتكون كبيرة كا نشاء وحيث 
أن تر عدد ثابت فإن المتباينة (1) تتحقق فقط عندما يكون 200-0)/ . وهذا 
يعنى أن0 -(م2)”الجميع نقاط المستوى المركب » ما يستلزم أن تكؤن (2)/ دالة ثابتة القيمة. 


وه - النظر ية الأساسية للجير وتطعواة ؤه سعممعط] لمامعصسدالمب؟ ع5 


تعرف النظرية التالية. بالنظرية الأساسية للجبر 
نظرية : أى كثيرة حدود 
و(#20مه» *ج رم + 0.. + 3ج يه + تيه + وه - رجام 
حيث 1< ها جذر واحد على الأقل . أى أنه توجد نقطة واحدة مدعلى 
الأقل بحيث 0 - (مم)م. 


التكاملات باه١‏ 


البرهان الجبرى الصرف هذه النظرية برهان صعب ء إلا أنه يمكننا استتباطها هنا 
بشكل مباشر باستخدام نظرية لواقيل المبرهنة فى. البند السابقلتفرض الآن أن 0 ع (2)م 
عند أى نقطة 2 فى المستوى المركب . فى هذه الحالة تكون 

ع[ 202 70 01 0 

دالة شاملة ومحدودة لجميع 2 . لتبيان أن هذه الدالة محدودة نلاحظ أولا أن م متصلة 
وبالتالى فهى محدودة على كل قرص دائرى مغلق مركزه نقطة الأصل :لوخي أنه يوحد 
أيضأ عدد حقيقى موجب © بحيث 5 0 
يزيم > إروبسر - اقاترا 
لجميع النقط ث فى خارجية القرص # > || ( انظر تمرين ١‏ من هذا البند ) فإن الدالة 
: تكون محدودة لجميع قم 2 فى المستوى المركب . وباستخدام نظرية لواقيل نستنتج أن 
2): » وبالتالى )5 » دالة ثابتة » وهذا يناقض أن )8 ليست ثابتة القيمة . 

عادة ما تعطى النظرية الأساسية للجبر فى مناهج الجبر الأولية بدون برهان . ونتيجة 
هامة للنظرية الأساسية للجبر تنص على أن أى كثيرة حدود من درجة ١‏ < » يمكن التعبير 
عنها كحاصل ضرب كثيرات حدود خطية ( أى كثيرات حدود من الدرجة الأولى  )‏ 
أى أن 

(مت - 2) 2,2٠٠١‏ -2)ن - ع)ه ع (ج)م 
حيث 6 > ,2( ,... ,2 ,1 - #) أعداد مركبة ثابتة : بحسب النظرية الأساسية للجبر يوجد 
عدد مركب 22 بحيث 0-(2)م ؛ وعليه وباستخدام تمرين )١9(‏ من هذا البند فإن 
كثيرة الحدود 5)2 تقبل القسمة ( بدون باق ) على ,2ج بمعنى أن 
(209)2 - 2) > رمام 

حيث )0 كثيرة حدود من درجة 1 بر . وهنا يمكننا استكمال البرهان باستخدام 
الاستنتاج الرياضى . ١‏ 

من هذه النتيجة نرى أن عدد الأصفار ( أى الجذور ) امختلفة لأى كثيرة حدود فى 
المستوى المركب ومن درجة م » حيث ‏ 1<م ؛ لا يتعدى ه ( فى الواقع عدد أصفار 
كثيرة الحدود أيضاً لا يتعدى م : المترجمان ) . 


تمارين 


١‏ - ليكن © هو الدائرة 3-|إ2| هموجها ف الاتجاهالموجب. برهن أنه إذا كان 
5-2-ث22 
(3 عو |2!) كه 1-00 ع (9)3 


فإن 877 -2)2 . ما هى قيمة 2)م عندما  |2|<3‏ ؟ 


م1 ١‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


- ليكن © كفاف مغلق بسيط موجها فى الاتجاه الموجب . برهن أنه إذا كان 
ع2 دي 
7 يي 1 - هاو ْ 
فإن 62 > (2)م إذا 6 1 -2)م إذا كانت فى خارجية ١0‏ 
: ليكن :) هو حدود المربع الذى تنطبق أضلاعه على المستقيمات 2 عع ,2ل دبرا 
إذا كان :© موجها دائماً فى الاتجاه الموجب , فأوجد قيمة كل من التكاملات الآتية : 


5 عل *-م 2 05> 242 
ل 4 جج 
60 2تا] 0 2 دا 0 
آنا 
و (2/2) صما :22 ديا دك 0 2 |. 
لله وير سس ه)ء 3 


الأجوبة : 27 رب 4/» رج 2/نس <ض (2/2) 2و (ه) صفر 
5 أوجد فى كل من الحالات الآتية تكامل (2): حول الكفاف المغلق البسيط 2- | 2| 
مرجها فى الاتجاه الموجب 000 | : 
ل( د20 )م (ب) وروم - (2)م 
الأجوبة : طح حيس (بى 7/16 
- إذا كانت 8 دالة تحليلية فى داخلية وعلى كفاف مغلق بسيط © وكانت م2 ليست على 
© . إثبت أن 


عه (عار 1 _ عه (عار 
2( 


207 -ج) 22-2 
- لتكن ؛ دالة متصلة على كففاف مغلق بسيط © . استخدم النهج المتبع فى بند 07 لبرهنة 
أن الدالة عه (وار م 1 
سح ح (ت)و 


تع ددى عل و2 
تحليلية عند كل نقطة 2 فىداخلية © . ثم إثبت أن الصيغة التكاملية لمشتقة (2)ع عند مثل 


هذة النقطة هى 5ه (قار 1 500 


22 - )عل 2 


- ليكن © هو دائرة الوحدة 6:) ميره - 2 موجها من 8-6 إلى -0 . لأى عدد 
حقيقى ثابت ه برهن أن 


و عه 2 
6 
ثم عبر عن التكامل , فى هذه الصيغة , بدلالة م لتحصل على الصيغة 
ج- 43 (8 مع م) وده عدت رأ 
- لتكن ؟ دالة متصلة عند جميع نقط منطقة مغلقة ومحدودة 8 ء ولتكن ؛ كذلك تمحليلية 
وغير ثابتة فى داخلية 8# . بفرض أن (2)؟ لا تساوى الصفر عند أى من نقاط 8 . برهن 
أن 1/020 ها قيمة صغرى ل فى 18 وبأن 17 < |(2)/| لكل نقطة فى داخلية *1 
( استخدم الدالة (1//)2 فى برهنة ذلك ) . 


التكاملات لحيل 


8 - اعط مثالا ييين أن الشرط * 0 2)ر ف أى مكان من # ” الوارد فى تمرين (4) 


1١ 


1١ 


1١ 


١ 


1 
17 


السابق » هو شرط ضرورى لبرهان نتيجة ذلك القرين ( معنى ذلك الك |2)/| 
لا تأخذ قيمتها الصغرى عند نقطة فى داخلية 8 إلا إذا كانت هذه القيمة هى الصفر ) . 
اعتبر الدالة 1(2 + 2) > (2)/ والمنطقة 5 المكونة من داخلية وحدود المثلث الذى رؤوسه 
222-0-ج مم دع لتعط توضيحا لكل من قاعدة القيمة العظمى والقاعدة المقابلة 
ها للقيمة الصغرى المبينة فى تمرين (8) من هذا البند ( أى أوجد نقطاً فى 8 يكون 
للدالة |(2)/| عند كل منها قيمة عظمى أو صغرى ) 
الإجابة  :‏ 2,2-0-ج 
لتكن الدالة ‏ ««ر,»)ة + (ررم)» - (2)/ متصلة فى منطقة مغلقة ومحدودة هو لتكن ؟ 
فى نفس الوقت تحليلية وليست ثابتة فى داخلية 1 . برهن أن الدالة (5,7) تأخذ قيمتها 
العظمى على حدود #8 وليس عند أى نقطة داخلية فى 1 تكون عندها هذه الدالة 
توافقية . 
اقتراح : طبق قاعدة القيمة العظمى على الدالة [(2)/] م© . 
لتكن 2 ««رم)ن + («ررح)ه - (2)ر دالة متصلة فى منطقة مغلقة ومحدودة 1؛ولتكن 6 
فى نفس الوقت تحليلية وليست ثابتة فى داخلية 1 . برهن أن الدالة (ر) تأخذ قيمتها 
الصغرى على حدود 128 وليس عند أى نقطة داخليةفى # . ( انظر تمرينى 4 و 1١١‏ ) . 
اعتبر الدالة *م-(جيم والمنطقة 88 المكونة من داخلية وحدود المستطيل الذى رؤوسه 
0 جه 1 -2 ه أج + | - 2 »/- م لتوضيح تمرينى ١7١91١‏ . ما نقاط 38 التى 
تأخذ عندها الدالة (1)5,2 قيمها العظمى والصغرى ؟ 
الإجابة :بم + دم الى اودع . 
ليكن «ر)م الجزء الحقيقى من دالة شاملة معطاة (2)ر . برهن أنه إذا كان للدالة 
التوافقية (<6)» حداً أعلى نل . أى أن 0 > (ر:) مجميع نقاط المستوى و« . فإن 
الدالة (و,»«)ن لابد وأن تكون دالة ثابتة . 
استكمل خطوات استنباط الصيغة *) من بند (837) 
استخدم مبدأ الاستنتاج الرياضى لبرهان الصيغة (4) من بند (؟8) 
لتكن ؟ دالة شاملة بحيث 412 > |(2)/] جميع 2 , حيث 4 عدد حقيقى موجب ثابت . 
برهن أن 0ع )م جميع 2 أو مده - (2ار حيث ‏ 320,ه 

اقتراح : استخدم متباينة كوشى ( المتباينة (5) من بند 4ه ) لبرهان أن0 س(ت)”/ 
لجميع نقاط المستوى المركب . 


1 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


8- إذا كانت 


1 


(0 ع مه) "رين 4 ...ل تر ين + مره + مه ع (2)م 


كثيرة حدود درجتها 1 <م 0 » فبرهن أنه يوجد عدد حقيقى موجب 8« بحيث 
"اقللها - روم 
لجميع قم 2 التى تحقق م <|ءا 1 
اقتراح : لاحظ أولا أنه يوجد عدد حقيقى موجب 8 بحيث يكون كل من الأعداد 
اللسمها م إخمزيه| جلت [8-*تزيه| هك إسيزمه| أصغر من 2.1/2| 


جميع 2 التى تحقق ‏ #2 <|2| > وعليه فإن 


تت 011 4 2 و-ع2 

اك 2 0 2 
عندما ج < || . هذه النتيجة والمتباينة ||.م| - |,د| | < إ.د + ,| يمكن استخدامهما 
معا ل هان أن 
عندما :8 212 . النتيجة المطلوب برهنتها يمكن الحصول عليها الآن بضرب كل من طرق 
هذه التباينة بالعدد *|2 


لتكن (5)2 كثيرة حدود درجتها ١‏ <#.يقال أن (ت)م تقبل القسمة على 2-20 

إذا أمكن إيجاد كثيرة حدود (0)2 - يقال ها خارج قسمة اتءن)ميان كثيرة الحدود (2)2 

بالنسبة إلى 2-208 - بحيث (2002 -ع) - (م)م .برهن أن : 

(أ) كثيرة الحدود »مج (...,1,2-) تقبل القسمة على 2-20 ؛ 

(ب) كثيرة الحدود (,ت)م ‏ (يم تقبل القسمة على ,م وأن خارج القسمة هو 
كثيرة حدود درجتها 1-م ؛ 

(ج) رمم تقبل القسمة على مدع إذا وفقط إذا كان 0- متم . 


فصلا ساون 
المتسلسلات عنعة 


نخصص هذا الباب أساساً لدراسة تمثيل الدوال التحليلية على صورة متسلسلات » 
وسنبرهن نظريات تبين لنا وجود مثل هذا القثيل . ما أننا سنعطى طرقا مبسطة لمعالجة 
المتسلسلات . ش 


5ه - تقارب المتتابعات والمتسلسلات وعلء5 لمعه وععسعسيوءة 5ه ععمعو حدم 
يقال أن للمتتابعة اللانباية 
ور 

من الأعداد المركبة نهاية 2 إذا كان لكل عدد حقيقى. مورجب 8 يوجد عدد صحيح 
موجب وم بحيث 
)0( م > إم-و2ا| طالما و < ار 
والتفسير الهندسى لهذا المفهوم للنباية هو أنه يمكننا دائماً اختيار عبد صحيح موجب لا » 
مهما كان كبيرا » بحيث تكون جميع النقبط ي)حيث اللإر<ىر » من هذه المتتابعة 
قريبة قربا كافيا وكيفما نشاء من النقطة جم . 

سنترك للقارىء برهان أنه إذا كانت لمتتابعة ما نهاية فإن هذه النهاية لابد وأن تكون 
وحيدة . والمتتابعة التى لما نهاية 2 يطلق عليبا متتابعة تقاربية غمعوى مم2 ( أو إنها تؤول 
إلى #) » ونعبر عن ذلك رمزيا بأن نكتب 


.2 > رج قتنا 


المتتابعة التى ليس لطا نهاية تسمى متتابعة تباعدية )دععء21 
نظرية ١‏ : إذا كان 


2:3 1ع 5 ولو + واد > برع 
و .ل + ع« دع 
فإن 
22 2 ع برت دنا 
إذا وفقط إذا كان 
إفة رسن 0و ««ء دسا 


نناطا 


لذ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


البرهان : لبرهان النظرية نفرض أولا صحة )١(‏ ثم نبرهن تحقق الشروط (7) . 
وفقا للشرط )١(‏ فإنه لكل عدد حقيقى موجب معطى م يوجد عدد صحيح 
موجب و6 بحيث 

م > |(ير - ينز)ة + ع ود| طالما 7< 
لكن 
|( - ونزة + ع - ىد| ك | - مدا 
و |(ر- ونز)ة ج عد كد| ك إبر- نذأ 
وهذا يستتبع بالضرورة 
ه>|ء«-ء«*| و م > إبر- زا 
لجميع 0<م » وهذه هى الشروط (") المطلوب استيفائها. 
لنفرض الآن صحة الشروط (9) . نعلم أنه لكل عدد حقيقى موجب معطى م يوجد 
عددان صحيحان موجبان وهرره بحيث 
8 


> |« - رودا طلما ,ي«<م 
: دّ>ار- ورا طالا سدم 
وعليه فإن 1 
0 0 
د>ا*-«| فى 7>ابر-با 
طلما كان مم <م » حيث وه أكبر العددين الصحيحين زهرره 
لكن وإنر- وبر + إعد ح ,د| ك إديزة + ع) - ونزة + بد 


ومن ثم فإن ه>|#2-,2| طاما ‏ وم<دم » وهو الشرط (؟) المطلوب تحققه . 
يقال للمتسلسلة وعلمءو اللانبائية 
ل اا لوك ره 
حيث كل من ,2 عدد مركبء أنما تؤول إلى العدد 58 إذا كانت متتابعة امجاميع 
الجزئية قسدد انيدم 1 
سا كن ]| 2 ب - برق 

تقاربية ونبايتها 5 . فى هذه الحالة نقول أن 8 هو مجموع «مم9 المتسلسلة اللاغبائية قيد 
البحث ونعبر عن ذلك بأن نكتب 5 

22 

اذا 

وحيث أن نهاية أى متنابعة تقاربية تكون وحيدة » فإننا نستنتج أن أى متسلسلة تقاربية 
لا يمكن أن يكون لا أكثر من مجموع . 
يقال لمتسلسلة لا نبائية أنها تباعدية )معهم»ة9إذا لم تكن تقاربية . 


المتسلسلات ١‏ يذ 


نظرية * : إذا كان 


12.0 2م وار + مد حارة 
ور 27 ل لكر مداو 
فإن 
ف ام 
إذا وفقط إذا كان 5 
)0 ةي 2 لاد 
البرهان : ليكن ,ى هو مجموع الحدود الأولى التى عددها ل( من المتسلسلة (4) . 
نلاحظ الآن 
زف 137 + بولا ات برل 
حيث 
0 ل 
اللي 0 اللادسين 
الآن فالشرط (4) متحقق إذا وفقط إذا كان 
ى عد برى حصنا 
ددا 
وعلى ضوء العلاقة (7)ء» فضلا عن نظرية (١)ء2‏ فإن هذا الشرط يكون: متحققا 
إذا وفقط إذا كان 
0 ال 


وهذا يعنى أن الشرطين (4) و (7) شرطان متكاففان . وحيث أن يوخ :بولا هما امجاميع 
الجزئية للمتسلسلتين الواردتين فى (5) فإننا نكون بذلك قد برهنا النظرية . 
لبرهان أن مجموع متسلسلة ما هو العدد 8»سنجد أنه من اللاثم - فى كثير من 
الحالاات - استخدام ما نطلق عليه الباق :ء0صنوصى بعد حدود عددها /ة ؛ والباق بع 
معرف كالآقى : 
وك عديعر 
لاحظ أذ |8.4-0! - |ى- رى| ؛ وعليه فإنه وفقاً للتعريف )١(‏ لهاية متتابعة » يكون 
للنباية (7) وجود إذا وفقط إذا كان 
9ك 0 - بر سنا 
سيدا 
وعليه فإن مجموع متسلسلة تقاربية هو العدد 5 إذا وفقط إذا كانت متتابعة البواق 
تقاربية ونهايتها الصفر . 
نشير هنا إلى أن متسلسلات القرى وف,»: 0< تلعب دورا هاما فى نظرية المتغيرات 


إل المتغيرات المركبة وتطبيقات 


الم كبة . ومتسلسلات القوى هى متسلسلات على الصورة 


*(م2 - 2ه 8 وه أو "م2 - مره 2 
[ع*-م 


حيث مه ,و2 , ,© أعداد ( ثوابت ) مركبة وحيث * هو أى عدد مركب داخل منطقة 
معينة . لمثل هذه المتسلسلات التى تشتمل على متغير 2 سنرمز لكل من المجموع والمجاميع 
الجزئية والبواق بالرموز (2)ى ,(2)برى ,(ت)ره على التعاقب . 


تمارين 


قت 


. استخدم الباق 2ج لبرهان أن 
2 


برهن بطريقتين مختلفتين تقارب المتابعة 


1- 
.12م -- 


7 
يكن .م , ,م6 هما المقياس والقيمة الأساسية لسعة العدد المركب ,ه » لكل 
هء ف تمرين )١(‏ . بين أن المتابعة (..,007.2)5-1,2 مسابعة تقاربية وبأن المتابعة 

(...,2 ,1 - ») ,© متتابعة تباعدية, 


+2 ديمع 


-1 نا 
حيث 2 هو أى مركب بحيث ‏ 1>إ2اء 
اقتراح : استخدم تمرين )١4(‏ بند (5) لبرهان أن 
(ام| - ك4)ل**”1م| ك اكيم : 
فى الصيغة المعطاة فى تمرين (؟) ضع *7- 2 » حيث 1>م>0 ء ومن ثم برهن أن 
2م ب 6 ووه م 
“2م ب ومع س2 1 
#6 صلوء 4 - 
و - 0 هله ريق 
برهن أنه إذا وجد لتتابعة ما نهاية , فإن هذه النباية تكون وخيدة 


ع 0م ومع اد 


إذاكان 5 مط عفيرهنأن ‏ 5-لتير. 
إذا كان افلم فبرهن أن كه ممه حيث هأى عدد مركب 
برهن أنه إذا كان 2 هو نباية المتابعة ‏ (...5-1,2) ,2 > فإنه يوجد عدد حقيقى 
موجب 88 بحيث 34 > |.2| لجميع « . 

اقتراح : لاحظ أنه يوجد عدد صحيح موجب ,مه بحيث 


1+ || > إ|#-مت| + زرا ك5 ادا 
طلما كات م7 <دم 


برهن أنه إذا كان 2 هو نهاية الممتابعة التقاربية (.:.,1,2-©) ,ت , وكان 34 ك ءا 


لجميع ه. فإن ىر ىإءاء 


المتسلسلات هد 


اقتراح : لاحظ أن الفرض 22 <121 يستلزم وجود عدد صحيح موجب «ه بحيث 
-إء| > إءه - | طالا كان 5< مر ؛ ومن ثم استخدم المباينة | - 2| ك (.2| - |2| 
للحصول على التعاقض بأن 22 <|.ت| طالما كان 26 < #اء 
لاه - متسلسلة تايلور ممنعة موارة1 


نبرهن الآن واحدة من أهم نظريات هذا الباب ٠‏ ألا وهى نظرية تايلور 

نظرية : لتكن ‏ دالة تحليلية لجميع نقاط داخلية دائرة م© مركزها ,2 ونصف 
قطرها ى: . عند أى نة نقطة ‏ فى دخالية م0 يكون 
0١‏ : عرمج حي لقال كد قوع م لققكك + رمه - ماروم) ( + )1 - قار 
ا ا ا طالما كان 


عم > إمة - جع| 


شكل 47) 


مفكوك (2 المعطى بالصيغة )١(‏ هو متسلسلة تايلور للدالة (5)2 حول النقطة م . 
ونشير إلى أن هذا المفكوك هو متسلسلة تايلور المعروفة فى مبادىء علم التفاضل 
والتكامل » وذلك عندما تكون جميع حدود المفكوك اعداداً حقيقية . 

لبرهان النظرية نعتبر أى نقطة ثابتة 2 فى داخلية الدائرة ل دم 
فإن مم>م. إذا كانت و أى نقطة على دائرة و© مركزها م ونصف قطرها نم حيث 
> > فإن ,م - مه - ى| ( شكل (47) ). حيث أن 2 نقطة فى داخلية ,© 
وأن 6 تحليلية لجميع نقاط الدائرة و6 وداخليتها » فإنه يمكننا استخدام صيغة تكامل 


كوشى » وعليه يكون 
5ك (سعار 1. 
فق أوة- هار 
حيث 61 موجهة ف الاتجاه الموجب. 
الآن 1 1 1 1 


'(م- 20/6 -2) 5-201 (,2- 2)- 0-20 2د 


كل المتغيرات المركبة وتطبيقات 


وحيث أنه لأى عدد مركب» لا يساوى ١‏ » يكون 


1 
1 5 الال بالان بم بم +4[ع سدم 
1-6 1-6 


( انظر تمرين )١5(‏ بند (5) ).2 فإننا نمحصل على 


21 2 1 "لم - 2) روه 2 

| تتاف بيجع ال د و 
وعليه فإن 

40 8 ور 
ع لع ون 5-2 


0 كج 


"لمع - ج) + 71ج - 2) )20 


+20 
1 
"0م - 2006 -5) 
نكامل الآن كل حد من هذه الحدود حول 1© موجها فى الاتجاه المضاد لعقارب 
الساعة . إذا قسمنا كلا من طرف المعادلة - بعد إجراء هذه التكاملات - على 277 
واستخدمنا الصيغة (؟) فضلا عن الصيغ الآنية للعكامل ( بند (05) ) 


9 _ _كفزمار 1 
لس ل ه-» ليع  -‏ سج أنية 
فإننا نمحصل على ش 
5 2 10 ب ب ...+ زمه - )(مة) "+ (مه)/- قار 
زرف )بر + 1 “2 رو 0 0 02 
حيث 
ع4 (مار "وت 7 

40 ا 1 كيت - رميق 

حيث أن م-إمه-2| و مدآمه-داء» يكون 


ديم دمج - جا إمج - و[ < | - دا 


وعليه فإذا أخذنا 84 لتكون القيمة العظمى للدالة (9)؛ على © فإن الصيغة (4) تعطى 


يدا 
١‏ (2) طلا - متكي بي د اهمها 
وحيث أن 1 > رمم فإن 
- (عابراة لل 
وعليه فإنه عند أى نقطة + فى داخلية ,© تكون نباية مجموع 8 من حدود الطرف 
الأيمن للمعادلة () هو (©5 وذلك عندما تؤول /8 إلى اللانهاية . ومعنى هذا أنه إذا 
كانت 8 تحليلية فى داخلية ذائر ة مركزها م2 ونصف قطرها مء فإ )4 يمكن تمثيلها 


المسلييلات اكد 


متسلسلة تايلور على الصورة : 
(8) عع لتك يي +معر- هال 2 عسنا 2 6>امه-:ا 
وفى الحالة الخاصة التى تكون فيا 20-0 فإننا نحصل على متسلسلة ماكلورين 
معامع5 مامسفاعدةة : 


هام م 
رم مهي +ور-هر عندما م > || 


مه - ملاحظات وأمثلة ومامسعد؟ سه مسمناه مم0 

عندما تكون ؟ دالة تحليلية لجميع نقط داخلية دائرة مركزها .2 » فإن متسلسلة 
تايلور حول مة والممثلة بالطرف الأيمن من معادلة )١(‏ بند (07) تكون تقاربية بكل 
تأكيد ومجموعها (42 لكل نقطة » فى داخلية هذه الدائرة » وهذايعنى أننا لا نحتاج إجراء 
اختبار تقارب للمتسلسلة . وفى الواقع فإن نظرية تايلور تبين أن هذه المتسلسلة تقاربية 
ونبايتها هى 4 داخل دائرة مركزها م ونصف قطرها هو المسافة بين 20 
وأقرب نقطة ,م ب ا ا ا 
الدائرة هى أكبر دائرة مركزها 20 تكون فى داخليتها هذه المتسلسلة تقاربية وتكون 
نهايتها (4)2 لجميع النقاط + فى داخليتها . 

فى المثال الأول سنعطى مفكوك ماكلورين للدالة م-(تكر 2 . فى هذهالحالة 
- )امير وبالتالى 1 - (0)«ير . وحيث أن #ع تحليلية عند كل نقطة 2 فإننا نمحصل على 


)0 ادم عندما © > || 
لاحظ أنه عند عندما تكون »«سسقيقية فإن المفكرك (1) يصبيع 
عه 
رهط االذكولة صمم لأى عند ستياى وه 
بنفس الطريقة يمكننا إثبات أن 
-28 
زق6 ع -) ل سج هذه عندما م > |2] 
زضة وا -) 1ع مومه عندما © > اجا 
مقع 
(١‏ 20-1 1 يج ع ع طدزة عندما مه > إجع| 
م2 0 


)20) ا +1 ع ع طومء» عندما م > || 
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ومثال آخر لمتسلسلة ماكلورين هو المفكوك الآ الذى يمكن الحصول عليه بسهولة 


3 1 : 
زقة “رش > 1 عندما 1> |2 
بوضع 22 بدلا من 2 فى هذا المفكوك فإننا تحصل على 
ا" - ل عندما 1 > |2 


وذلك لأن 221>1] طالما 1>|ج2|. بوضع 2-6 فإن المفكوك (1) يعطى لنا 
مجموع المتوالية( المتسلسلة ) الحندسية وعلمعدو ء1م)»مدوع0 اللانبائية حيث > هو أساس هذه 


المتوالية » أى أن 
6 لمات جم .م جما عندما 1>إم| 
عندما يكون 0عوج فإن مشتقات الدالة ‏ “ 2-2)/ هى 

.12م سحو ابر( -) > (ع) كار 
وعليه فإن !#(1-) - (1)©/ ؛ ومنه نجد أن متسلسلة تايلور لهذه الدالة حول 1-جهى 
2 م10 شر ٍِ 


وحيث أن الدالة + تحليلية عند كل نقطة 0عء » فإن المفكوك المعطى بالمعادلة 
(8) يكون صحيحا طلما 2-1|>1|. 
كمثال آخر سنوجد مفكوك الدالة ٠‏ 
. -2) ب - مير - (ما/ 
إ تت الودج / 
فى صورة متسلسلة تحوى قوى ‏ الموجبة والسالبة سواء . لاحظ أنه لا يوجد متسلسلة 
ماكلورين للدالة )4 المعطاه أعلاه » وذلك لأن هذه الدالة ليست تحليلية عند 
2-0 . ومن ناحية أخرى فقد أمكننا إيجاد متسلسلة ماكلورين للدالة (2+ 1/01 
( معادلة (5) ) . وعليه فإنه عندما يكون 2|>1| >0 نجد أن 
1 1+22 


دقع تج اج 2-14 جه د بولند 
) ث2 ذيباج 


11 
تج بج اج 2-14 + جه مه 
23 


نحمارين 
- اثبت أن *2-1) اع 
١‏ البصة ١‏ لقا عيرم معدم عندها مه >> إءا 
؟! ‏ دائيت أن 
رأ ردح مرا جم راي عندما 1> لماز 


1 ع 1 
د (تجك) م + عندما 2 | 


المسلسلات 1584 


" - اوجد متسلسلة تايلور للدالة 2 وم» حول النقطة 2/-2 

4 - اوجد متسلسلة تايلور للدالة 2 طهفه حول النقطة 2-7 

ه - ما هى أكبر دائرة تكون فى داخليتها متسلسلة ماكلورين للدالة 2 ««ه) متسلسلة تقاربية 
وذات نباية 2 مها لجميع النقاط 2 فى داخلية هذه الدائرة ؟ اكتب الحدين الأوليين غير 
الصفريين من هذه المتسلسلة . 

5 - إذا كان 2|>4| >0 فبرهن أن 

0 
1 ع ممم توساية 

لطا - استخد م التعريض 1ج -: فى متسلسلة ماكلورين (5") من بند (/8) للحصول على 
تمايل للدالة 1/7 فى صورة متسلسلة تقاربية فى قوى ‏ 2-1 » وذلك عندما 
2-1-1 لاحظ أنه يتعين أن تكون نتيجتك متفقة مع متسلسلة تايلور المذكورة 
فى المعادلة (8) من نفس البند . 

م - استخدم التعويض 1 2 - 2 ف المفكوك (5) من بند (88) وكذلك شرط صلاحية هذا 
المفكوك لتحصل على مفكوك له وجود للدالة :-(2+]) , فى جميع القوى السالة للعده . 
المركب 2 وذلك لجميع 2(<1| ٠‏ 
الإجابة : لمجت ) ل رج +01 

9 - إذا كان 0ع فيرهن أن 

فج كج 20ج 1 (22) هلد 
!7 51 !3 2م 26 

٠‏ - اوجد تمثيلا للدالة 

ودصوحج - هار 

على صورة متسلسلة تقاربية نبايتها (2)؟ تحوى قرى 2-1 الموجبة والسالبة وذلك جميع 

النقاط + التى تحقق 2 >|1 -2]| > 0 


الاجابة : 1 )ات كيد 
9 لت عد محر مر 


- متسلسلة لوران ولع أسع مناه 
لتكن ,ع.ك دائرتين متحدق المركز . إذا كان المركز المشترك طاتين الدائرتين هو 2 
وكانت انصاف أقطارهمارت.روم بحيث ,م > د"|(انظر شكل 48) فإن نظرية لوران تنص على 
نظرية : إذا كانت ؟ دالة تحليلية على كل من ,0.0 وعند كل نقطة من نقاط داخلية 
المنطقة الحلقية بين هاتين الدائرتين . فإن الدالة (5)2 يكون ها عند كل نقطة 2 من نقاط 
هذه المنطقة تمنيل على إصورة المفكوك الآق 
مرت كلام ع مار 


2 200 
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كك (د)ا ل 1 

زف 2 ,0,1 > 6 را 5 2-2 
5 تك (عار 21 

زف 1,2 > م0 500 يك 


مع مراعاة أن مسار كل من التكاملين موجها فى اتجاه مضاد لدوران عقرب الساعة. 


شكل (48) 


المتسلسلة السابقة يطلق عليبا متسلسلة لوران . إذا كانت ؟ دالة تحليلية على ,© وعند 
كل نقطة لا تساوى ج من نقاط داخلية و© » فإنه يمكن جعل ,م صغيرا كيفما نشاء . 
وفى هذه الحالة يكون المفكوك )١(‏ صحيحا عندما 
عض > |م2-- 2| > 0 

إذا كانت ؟ تحليلية عند جميع نقاط © وداخليتها » فإن الدالة1+"-(2 -2(/)2)/ تكون 
تحليلية على الدائرة © وعند جميع نقاط داخليتها وذلك لآن 0ك 1 + »-. وعليه فإن قيمة 
التكامل المعطى بالصيغة (؟) هى الصفر » ويؤول بذلك المفكوك )١(‏ إلى متسلسلة 
تايلور . 
وحيث أن الدالتين ؛+"(م - م)/(ج)ر و1+*-(,ج - م)/(2)/ تحليليتان عند جميع نقط المنطقة 
الحلقية ,م > إوت - :| ك دم » فإنه يمكن استخدام أى كفاف مغلق بسيط © حول هذه 
الحلقة وموجها فى الاتجاه الموجب ليكون مساراً للتكامل بديلاً للمسارين 2,61" ( انظر 
تمرين(؟)بند (00) ) . ووفقاً لذلك فإن متسلسلة لوران يمكن كتابتبا على الصورة 


0 لضكاه-ء| كه ١‏ مدعي ظر هار 
حيث 
(8) - ,22 ,1ع ,0 > م كلم أود-» 
وبطبيعة الخال فإن بعض هذه الثوابت ينعدم فى بعض الحالات الخاصة . وعلى سبيل 
المثال فالدالة 


,0 <]1- ا سلج - هر 


التسلسلات لفن 


لها مفكوك على الصورة (4) حيث1 - وت وفى هذه الحالة يكون1 > ه_ءفى حين تنعدم بقية 
الثوابت الأخرى » وهذا متفق تماماً مع الصيغة (0) التى يكون فيها'© أى كفاف امغلق, 
بسيطيحوى النقطة 20-1 و موجها ف الاتجاه الموجب . 

الثوابت التى نجدها فى المفكوك (4) يمكن الحصول عليها بطرق أخرى لاتستخدم فيها 
الصيغة (5) . وعلى سبيل المثال فكل من المفكوكين 


2م اعم 1 1 1ت 
,(0 <|12|) 25217273737 
521 
(0 <|12) ددن لبي 


يمكن الحصول عليه من مفكوك ماكلورين للدالة ثم . وسنرى فى بند (71) تفرد 
مثل هذين القثيلين » وعليه فإن كلا منهما هو متسلسلة لوران عندما 0<م20. 
والآن لبرهان النظرية لاخر وال ا د 
00 د د 5 2 - 1 
هذه المعادلة صحيحة على ضوء الملاحظات الواردة فى نهاية بند (07) الخاصة بصيغة 
تكامل كوشى التى يكون فيها مسار التكامل هو الحدود الموجهة لنطاق متعدد الترابط . 
ولتبيان التفصيلات فى حالتنا الخاصة هذه نعتبر دائرة 8 » حول النقطة 2 موجهة فى 
الاتجاه الموجب ء وبحيث تكون 8 واقعة بأكملها داخل النطاق الحلقى ( شكل 
(44) ) . إذا استخد منا الآن نظرية كوشى - جورساه فى صورتها الأعم والتى تشمل 
الدوال التحليلية فى منطقة مغلقة داخليتها نطاق متعدد الترابط ( بند (49) ) فإننا نحصل 


على م 45هل , _ نفهال ع _ نفهار 
مدقي مدقيل مدقن 


ووفقا لصيغة تكامل كوشى » فإن قيمة قيمة التكامل الثالث ( الذى مساره 1 ) هى (ج)/2» 
ومنه نجد أن المعادلة (") متحققة . 

استرشادا ببرهان نظرية تايلور » فإننا يمككن أن نكتب الدالة المكاملة فى التكامل 
الأول ( حول 1© ) من المعادلة (5) على الصورة 


1 7 لفاك اناف كلقن 
00 60 مي +220 تومي وو 2م 
5١‏ 


"22-20 د 


"وج - ج) + 


يفنا المتغيرات المركبة وتطبيقات 


أما بالنسبة للتكامل الآخر من نفس المعادلة (5)عفإننا نلاحظ أن 
1 1 1 1 


ومنها نمحصل على المتساوية 


: 1 (عار 1 _ ار 
نف 3 202 - 2) :1 20 دى) , 2-26 (5)- 1 
0-20 1 1 (كر 


2-5 "م2 -ج) ‏ "مه م 34 2 دم 
وعليه فإن معادلة (5) تعطى 
"زج - ج)ر_بره + ٠٠١‏ + (20 - 2)ره + مه > (2)/ 


0 02 يذ 
بق ...د عسكرري _ تكب + 
لك "2 - ج) م2 -2) مهدج 2 


حيث .4 ,و .8 أعداد مركبة تعطيهما الصيغتان (؟) و (7) وحيث 
14 م "عر 
"مت )22 سم بي - (ناة 
() "مت -ه) مه 
4 ودج ِ[ ا(مج - 271)2 - (2,)2 
إذا كان |وة - 2 .> م فإِن ,م > > يم. الآن لاثبات أن (8,)2 تؤول إلى الصفر عندما يؤول ١/‏ 
إلى اللاغباية اتبع نفس الخطوات المناظرة والتى اتبعت فى استخلاص نظرية تايلور . إذا 
كانت 88 هى القيمة العظمى لقم الدالة إ(م)ر|ا على 02 فإن 


“امم ولق 
8 () ع |(2,)2 | 


ومنه نرى أن (ت),0 نؤول إلى الصفر عندما يؤول 0« إلى اللانهايقهو بهذا يكتمل برهان نظرية 
لوران . 


+٠‏ - خواص أخرى للمتسلسلات ومنيعة 5ه وعءناعمممط معطامهظ 


إذا كانت المتسلسلة 
)00 د 
من الأعداد المركبة ,بن + ,بر - ,2 متسلسلة تقاربية » فإننا نعلم من نظرية (7) بند (057) أن 
كلا من المتساسلتين 
00 2 دك ل 


1م 5 
تكون متسلسلة تقاربية . ولما كنا نعلم أن الشرط اللازم لتقارب متسلسلة لا نهائية 


التسلسلات ايفين 


حدودها أعداد حقيقية هو أن يؤول الحد الذى رتبته ه إلى الصفر عندما يؤول « إلى 
اللاغباية » فإننا نستنتج أن كلا من ,بر , ,د من (5) يول إلى الصفر عندما يؤول « 
إلى اللانهاية » ومنه تقترب م من الصفر . من هذا نجد.أن الشرط 
0 0 
لازم ابتداء لتقارب المتسلسلة )١(‏ .ومن ذلك يتضح أن حدود أى متسلسلة تقاربية من 
الأعداد المركبة تكون ققة محدودة 969مسه8 ؛ بمعنى أنه يوجد عدد حقيقى ابت 84 
بحيث 24 >إم2| لجميع الأعداد الموجبقم . 

افرض أن المتسلسلة )١(‏ مطلقة التقارب ألاعععء كازوء لإأعانااموط ح بمعنى أن متسلسلة 
الأعداد الحقيقية 5 5 

ميرح مدل - اذا 

تكون تقاربية . يتضح لنا الآن من اخختبار المقارنة لمتسلسلات الأعداد الحقيقية أن كلا 
للقي 


اسا ام ادم 
تكون متسلسلة تقاربية » وعليه فإن كلا من المتسلسلتين )١(‏ تكون مطلقة التقارب . 
وما كان التقارب المطلق لمتسلسلة أعداد حقيقية يستلزم بالضرورة تقارب المتسلسلة 
نفسها » فإننا نستنتج أن كلا من المتسلسلتين (؟) تكون متسلسلة تقاربية . لكننا نعلم 
أن تقارب المتسلسلتين (؟) يعنى تقارب المتسلسلة )١(‏ . من ذلك يتبين لنا أن التقارب 
المطلق لمتسلسلة أعداد مركبة يستلزم بالضرورة تقارب المتسلسلة نفسها . 
سنبرهن الآن نظرية هامة خاصة بتقارب متسلسلات القوى . وهذه النظرية . تماماً 
كنتائج أخرى عديدة ستأق فى السياق » يمكن تطبيقها على متسلسلة القوى العامة 
"مه - )مت 
ولكننا سنكتفى ببرهان النظرية فى الحالة التى تكون فيبا ‏ 20-0 . وبرهان الحالة 
العامة هو فى الأأساس نفس البرهان المستخدم هنا » ذلك أن الكثير من النتائج التى نحصل 
عليها يمكن تعميمها بمجرد وضع مم بدلا من 2 فى بعض الصيغ 
نظرية : متسلسلة القوى 
ْ الام 
0م 
التقاربية عند 0 ع ,2 - د تكون مطلقة التقارب لكل قيمة للعدد المركب ‏ تحقق |.2| >ا2اء 
لما كانت المتسلسلة تقاربية فإن فئة الحدود ",2,ه تكونمحدودة وعليه يوجد عدد 


تفن المتغيرات المركبة وتطبيقات 


حقيقى موجب 88 بحيث 


(..,20,1,2-م) ال > | * ,مه 
56 : اعدمها 
للد حيث 2] > |2 
| 1 : لها > اذا 
إذد 
11> 3 ارديه| - إكقيه! 
1 


الآن فالمتسلسلة التى حدودها هى الأعداد الحقيقية الموجبة */24 هى متسلسلة هندسية 
تقاربية وذلك لأن1 > #.وعليه يمكننا استخدام اختبار المقارنة فى نظرية المتسلسلات ذات 
الحدود الحقيقية لنستنتج أن المتسلسلة 5 
عار 

متسلسلة تقاربية » وبذا نكون قد استكملنا برهان النظرية. 

يتضح لنا من النظرية السابقة أنه توجد دائرة مركزها نقطة الأصل بحيث تكون 
داخليتها منطقة تقارب لمتسلسلة القوى (4) . وأكبر دائرة مركزها نقطة الأصل بحيث 
تكون المتسلسلة (4) تقاربية عند كل نقطة من نقاط داخليتها تسمى دائرةتقارب 
»معو دده 04 عاءمز0 المتسلسلة . وبطبيعة الحال فإن المتسلسلة لا يمكن أن تكو ن 
تقاربية عند أى نقطة ره خارج هذه الدائرة » وذلك وفقاً للنظرية السابقة التى تنص 
على أنه إذا كانت المتسلسلة تقاربية عند 22 فإنها تكون تقاربية عند كل نقطة من داخلية 
دائرة مركزها نقطة الأصل ومارة بالنقطة وه » وهذا يخالف تعريفنا لدائرة التقارب . 

إذا استبدلنا 2 بالنقطة متت فى (4) فإننا نحصل على المتسلسلة 
0( “وميه 


0م 
المناقشة السابقة تبين لنا على الفور أنه إذا كانت المتسلسلة (0) تقاربية عند و2 ء فإنها 
لابد وأن تكون مطلقة التقارب عند كل نقطة + فى داخلية الدائرة التى مركزها م 
والمارة بالنقطة 21 ؛ وهذا يعنى أنها مطلقة التقارب عندما . 
٠اوة‏ -22| > اوت - | 
وبنفس الطريقة » إذا كانت المتسلسلة 
م ت 
يج 2 
تقاربية عند 2-21 » فإنها تكون بالضرورة مطلقة التقارب عند كل نقطة 2 فى, خارجية 
الدائرة التى مركزها ىت والمارة بالنقطة 21 . وهذا يعنى أن خخارجية دائرة ما.مركزها م2 
هى منطقة تقارب هذه المتسلسلة 


المتسلسللات لين 


١‏ - التقارب المنتظم ععسععىء جده© سمرمكتدل] 

لتكن © هى الدائرة |ج| » ولتكن ادم متسلسلة قوى حول 20-0 » 
تقاربية لجميع نقاط داخلية و© . نستخدم هذه المتسلسلة لتعريف الدالة التالية والتى 
نطاق تعريفها هو ,م >|2|: 


)0 مره لي - (مى 
سنعتبر: الآن دالة الباق التالية والمعرفة على نفس ٠‏ نطاق تعريف (5)2 : 
زفة 2 دم - (2)ى > (جابرة 


وحيث أن متسلسلة القوى تقاربية عند أى قيمة ثابتة للعدد المركب + والذى يحقق 
المتباينة,7 > |2إءفإننا نعلم أن الباق (8,)2 يؤول إلى الصفر » لمثل هذه القيمة للعدد المركب 
» وذلك عندما يؤول |8 إلى اللانهاية ؛ وهذا يعنى أنه لأى قيمة معطاة للعدد المركب 2 
بحيث .2|>7| يوجد عدد صحيح موجب .2 مناظراً لأى عدد حقيقى 
موجب 6 بحيث 
20 © > إلع)ر | طالما < ال 

و بطبيعة الحال فإن الشرط (؟) يكون متحققا إذا أخذنا ه بحيث|مد| ك إ2| و ,م > اوداء 
ومن ناحية أخرى فإنه يمكننا برهان أن أى عدد حقيقى موجب 6ه يناظره قيمة مفردة 
مختارة للعدد .د يكون معها الشرط () متحققا بغض النظر عن القيمة اتختارة للعدد 
المركب ‏ فى القرص الدائرى المغلق ١‏ إحت| ك |2 ٠وفى‏ مثل هذه الحالة التى 
نحن بصددها والتى يكون فيها اختيارنا للعدد .2 يعتمد فقط على 8 وليس على أى 
اختيار معين للنقطة ‏ فى المنطقة المعطاه » يسمى التقارب تقاربا منتظما 
16 سرروةنه ن] فى هذه المنطقة . 

ولبرهان التقارب المنتظم لمتسلسلة القوى أعلاه فى المنطقة |:2| ك |2اء نلاحظ ابتداء أنه 


لآى عددين موجبين صحيحين صلا بحيث /د<” يكون 2" 


4 مها - "ادها لها ك "انا اهاي 5 | يط 
ونباية امجموع الأخير عندما يؤول « إلى اللامباية هى الباق 
2١‏ *|2مها ُّ منا - ,2 


بعد ا حدا من متسلسلة القيم المطلقة لحدود المتسلسلة )١(‏ عندما يمع . ونعلم 
من نظرية البند السابق أن المتسلسلة )١(‏ تكون, مطلقة التقارب عندماءة - 2.نلاحظ الآن 


أل المتغيرات المركبة وتطبيقات 


أن «2 هو باق لمتسلسلة تقاربية » وعليه فإن «2 يوُول إلى الصفر عندما يقترب 
لا من اللانهاية . ومعنى هذا أنه لأى عدد حقيقى موجب © » يوجد عدد صحيح 
٠‏ بحيث|ه > +2 طاما,/ < 7ه .و كذلك فإن حدود المتسلسلة التى يكون م2© باق 
لها هى حدود غير سالبة » وبالتالى فإن 
.2 ك "أوعمةا ير 
إذن » فوفقا للعلاقة (4) يكون 
6 +2 5ك ]كه 
لكل عدد صحيح « أكبر من 28 . ولكننا - وفقا للمعادلة (؟) - نعلم أن 
حرم كر بسنا - مره 


وعليه يكون 
(ف4 > ع0 ك|(2),#|1 طلا 2 < اا 
( انظر تمرين (9) بند(07) ).الآن ./ لا تعتمد على 2 فى النطاق |20|>|ء| ؛ 
ولذلك فإن التقارب يكون تقاربا منتظما . 
نذكر الآن نص النتيجة التى توصلنا إليها عاليه على الوجه التالى 
نظرية : متسلسلة القوى )١(‏ منتظمة التقارب لجميع النقاط + على وفى داخلية أى 
دائرة تقع فى داخلية دائرة تقارب المتسلسلة. 
المجموع الجزى 1 
“مه لز د (ت)رى 
للمتسلسلة )١(‏ هو كثيرة حدود فى » وبالتالى فهو يمثل دالة متصلة عند أى نقطة 22 
نختارها فى داخلية الدائرة و© . نبرهن الآن أن المجموع )8 يمثل أيضاً دالة متصلة عند 


22 ؟ وهذا ن يعنى أنه لكل عدد حقيقى موجب 68. » يوجد عدد حقيقى موجب 8 
بحيث 
لك >!(5)22 -(1|5)2 طلما 8 >إء - 2| 
لاثبات ذلك نلاحظ أولا أن المعادلة 

5 (2)بر + (2)برى > (2)ق 
تستلزم أن : 

«الوعار - (ت)بر + (يتارى - (2)بر5 | > إ(رع)ى - (5)2| 

أى أن 
فق الوعام | + |(2)رك | + |(يع)برة - (تاردا 3 |(5)22ى - (5)2| 


إلا أن التقاردب المنتظم الذى تبيناه انفا يقتضى وجوذ عدد صحيح بحيث 


الخسللات يفن 


60 > اهمها طلما ‏ ع0 <لر 
حيث 2 أى نقطة تنتمى إلى قرص مغلق مركزه نقطة الأصل ونصف قطره أكبر من 

|22 وأصغر من نصف القطر 1+ للدائرة و© . وعلى وجه التخصيص فإن المتباينة 
> اهمه | تكون متحققة لجميع النقاط المنتمية إلى جوار 5 >|يت - | للنقطة جد والذى 
يمكن اختياره صغيرا صغرا كافيا بحيث يقع داخل القرص المغلق المعنى. 

ومن ناحية أخرى فإن كثيرة الحدود 5,02 تكون متصلة عند وج لأى قيمة للعدد 
لا . وإذا أخذنا 1 +.2 - /8 على وجه التخصيص . فإنه يمكننا اختيار قيمة صغيرة صغرا 
كافيا للعدد الحقيقى 8 بحيث 

5 > الدترك - (تارد| طالما >إاء2 - | 

ومن ذلك يتضح أن الشرط (8) يكون متحققا . إذا أخذناا +,/2 - لف المتباينة (9) . 

وبهذا الشكل نكون قد برهنا أن متسلسلة القوى تمثل دالة متصلة فى المتغير المركب 
عند كل نقطة من نقاط داخلية دائرة تقارب هذه التسلسلة . 

والآن إذا وضعنا العدد مه أو معكوسه (2-20)/. بدلا من#ء فإنه يمكننا 
مباشرة تعميم النتائج السابقة » وذلك بعد إجراء التعديلات الواضحة » لتشمل 
المتسلسللات 00 

اه 0 امسر 
وعلى سبيل المثال » إذا كانت المتسلسلة الثانية تقاربية فى الحلقة 'يم كاامة - 2| ك ,7 فإنها 
تكون منتظمة التقارب عند جميع نقاط هذه الحلقة وأن مجموعها يكون دالة متصلة 
فى المتغير المركب « عند جميع نقاط هذه المنطقة . 
7 - تكامل وتفاضل متسلسلات القوى 
علمع5 ععجرن8 01 دمغ دتامءىء1211 سه ممأنوموعاسآ 

لقد بينا فى البند السابق أن أى متسلسلة قوى تمثل دالة متصلة 8 عند جميع نقاط 
داخلية دائرة تقارب هذه المتسلسلة . وستنبين فى البند ا الى أن 8 هى فى الواقع دالة 
تحليلية على داخلية دائرة التقارب . 

نظرية ١‏ : ليكن © كفافاً فى داخلية دائرة تقارب متسلسلة القوى 
3 عديه ا - (م)ى 
0م 


ولتكن ع أى دالة متصلة عند جميع نقاط © . المتسلسلة التى نحصل عليها بضرب كل حد 
من حدود متسلسلة القوى فى )ع تكون قابلة للتكامل حداً حدأً على امتداد © , أى أن 


ذا المتغيرات المركبة وتطبيقات 


اليه 042 1ل ع - 4 كام 
حيث أن المجموع 580 لمتسلسلة القوى يمثل دالة متصلة » فإن تكامل حاصل الضرب 
0 )و + ختزعاومه جل - (2ك(ماد 

» حيث (8,)2 هو باق المتسلسلة بعد ل8 حداً » له وجود . ولما كان كل حد من حدود 
هذا المجموع الحدود هو دالة متصلة فوق الكفاف © » فإنه يكون بطبيعة الخال قابلاً 
للتكامل على امتداد © . وبالتالى فإن تكامل 2850080 له وجود ويكون 
ف عه هامظهام] +عة هاي[ مم - مه هكهاي] 

لتكن 88 القيمة العظمى للدالة |(15)2 فوق © ء وليكن ,1 هو طول © . وحيث 
أن متسلسلة القوى المعطاه منتظمة التقارب ( بند )5١(‏ )»2 فإنه يمكننا إيباد عدد 
حقيقى ,/ا مناظراً لكل عدد حقيقى موجب معطى م بحيث 

6 > إ(ع)رة | طالما يلد < لار 

وذلك لجميع نقاط الكفاف © . 


وحيث أن كلا من م و هلل لايعتمد على 2 » فإننا نجد أن 


للد > أ عه )هات ل | طالما 


إذن فمن معادلة (7) يكون 
42 قم ا سا - مك امي 
وهى تماماً المعادلة (؟) المطلوب برهاتها . 
إذا كانت ١‏ - (8)2 لكل نقطة # من نقاط أى كفاف مغلق بسيط © فى داخلية دائرة 
تقارب المتسلسلة المعطاة » فإن 
,1,2 ,0 حم 0دعه تي[ دعه “هاف ل 
وبالتالى فإننا نحصل من معادلة (5) على 


/د < لم 


8 


0 عه 0ك 
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لأى كفاف مغلق بسيط ف داخلية دائرة التقارب ؛ ووفقاً لنظرية موريرا ( بند (85) ) 

فإن الدالة 9 تكون تحليلية على داخلية دائرة التقارب . وهذه النتيجة التى توصلنا إليها 
هى منطوق النظرية التالية 


المتسلسللات هنا 


نظرية ”" : أى متسلسلة قوى تمثل دالة تحليلية مجميع نقاط داخلية دائرة تقارب 
هذه المتسلسلة ٠‏ 
كثيراً ما تستخدم نظرية (؟) لبرهان تحليلية الدوال أو الحساب النهايات . ولتوضيح 
ذلك سنبرهن أن الدالة 


2 هل 

ُ-- 0 

(0 ع 2) - ار 

(0 -<عج) 1 
دالة شاملة . حيث أن متسلسلة ماكلورين لدالة الجيب تؤول إلى * هذه لجميع 2 » فإن 
المتسلسلة 
95 2 

( ا 1 -) جد + 1-2 


التى نحصل عليها بضرب كل حد من حذود مفكوك ماكلورين للدالة هنو فى 1/2 

هى متسلسلة تقاربية مجموعها (2)كر حيث 2:20 . لكن المتسلسلة (4) تؤول إلى (6)0 
عندما يؤول العدد المركب 2 إلى الصفر .و بالتالى فإن الدالة ()1 تمثلها متسلسلة القوى 
التقاربية (5) لجميع وهذا يعنى أن الدالة )6 دالة شاملة . وحيث أن 6 متصلة 
عند 2-0 و (©)/-2(2هن) ‏ عندما 0بعوج يكون 


وه ٠‏ - (0)/- (ما/ نات 22 ونا 


وهى نتيجة نعرفها سلفاء ذلك أن النباية فى (0) هى تعريف مشتقة الدالة 2 ذه عند 


5-0 
لاحظنا فى بند (58) أن متسلسلة تايلور لدالة 6 حول نقطة م2 هى متسلسلة تقاربية 
نبايتها (1)2 عند كل نقطة + فى داخلية دائرة مركزها م2 ومارة بأقرب نقطة ,2 لا تكون 
عندها ؟ تحليلية . ووفقاً لنظرية )١(‏ » نعلم أنه لا توجد دائرة مركزها م2 وأكبر من 
هذه الدائرة بحيث تكون متسلسلة تايلور للدالة 6 تقاربية وتؤول إلى (2)؟ عند كل نقطة ‏ 
من نقاط داخلية هذه الدالة الأكبر ؛ وسبب هذا هو أن وجود مثل هذه الدائرة يستلزم 

بالضرورة أن تكون 6 تحليلية عند وه ما يخالف الفرض . 

وعلى أية حال فإنه يجب مراعاة أنه حتى بفرض عدم وجود دائرة أكبر مركزها و2 
بحيث تؤول متسلسلة تايلور للدالة ؛ إلى (8)2 عند كل نقطة من نقاط داخلية هذه 
الدائرة » فإنه من المحتمل أن تكون متسلسلة تايلور نفسها متسلسلة تقاربية عند كل 
نقطة من نقاط داخلية هذه الدائرة . فعلى سبيل المثال » الدائرة 1 -|ج2| هى أكبر دائرة 
مركزها نقطة الأصل تكون فى داخليتها متسلسلة ماكلورين للدالة ( - >)/(! - م)” - (عا/ر 
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تقاربية ونبايتها (5)2 لجميع 2 حيث 1 »|21١>‏ ومع ذلك فإن هذه المتسلسلة تكون تقاريية 
لجميع نقاط المستوى المركب 
النظرية التالية هى » بشكل ماء قرين نظرية )١(‏ 
نظرية " : متسلسلة القوى )١(‏ يمكن اشتقاقها حدا حدا بمعنى أنه لكل نقطة 2 
من نقاط داخلية دائرة تقارب المتسلسلة يكون 
50( 2 ار - (2)“ق 
لبرهان النظرية تأحذ أى نقطة > فى داخلية دائرة تقارب المتسلسلة » ونعتبر كفافا 
مغلقاً بسيطاً © داخل هذه العائرة وتكوةا الله 0 اعتبر الدالة 
[ف4 لاجد )و 


و 

المعرفة عند كل نقطة و من نقاط © . حيث أن الدالة 

عه كل - (ه)ى 
0 


د ا ا 0 


5) ١ 
] وري سير علد - مه 05م‎ 4 > 50 
» وذلك باستخدام القثيل التكاملى للمشتقة ( معادلة (؟) بند (؟01) ) وفضلاً عن ذلك‎ 


فإن : 
4 1 
...1,2 ,0 -م) 2 - نه ويج رد 

وعليه فوفقا لمعادلة (؟) يكون 


ام 0 ا > (2)'وى 


- و4 دن 


وذلك مع مراعاة أن و تلعب هنا دور 2 فى 0 2( وبأن الدالة (و) بم هى المعطاة 
بالمعادلة () . وبهذا نكون قد استكملنا برهان النظرية . 


نتائج هذا البند يمكن تعميمها بسهولة لتشمل المنسلسلات التى تحتوى قوى»2 - 2 
الموجبة أو السالبة . 
تمارين 
١‏ - بإيجاد مشتقات متسلسلة ماكلورين للدالة (2--1/1 » بين أن 


2 
تج لم ١‏ لمم ترج-) 


1 >اء|) عير مت 


9 المتسلسلات 141 
؟ - أوجد مفكوكا بدالالة قوى 1 2 للدالة 1/2 بإيجاد مشتقات هذا 
المفكوك أوجد مفكوكا بدلالة قوى 2-1 للدالة 1/2 . 
أوجد دائراة تقارب كل من القنيلين . 
" - اجر تكامل متسلسلة ماكلورين للدالة (1/1+5 حول كفاف ف داخلية دائرة تقارب 
هذه الدالة من 0--, إلى 2-م للحصول على اتثيل الآتى : 
لكام , حدس ) ع- ردج م هما 
- برهن أن الدالة ؛ دالة شاملة إذا كان عرزا -»م) -(ه)ر عندما 220 او ©0-6)/. 
ه - أوجد مفكوك 2«هةه بدلالة قوى ‏ :اج » ومن ثم اثبت أن 


2 طصلو 0 
لومز[ 
اج امم 


5 - إذا كان (2+1)هم1 2-1 - (ج)م حيث 0غدج 1 - (0)ير »برهن أن ؟ تحليلية لجميع نقاط 


النطاق 1> |2[ . 

- إذا كان مومه ١-(4ا*م‏ - شه) - (عاثر حيث 2/4 / 22 او ما ع (2/ج +1 )/, فيرهن أن , 
دالة شاملة . 

0 لتكن ] دالة تحليلية عند .2 و 200-0)/ . استخدم المتسلسلات لبرهان الباية 


(2ار 


لاحظ فى نفس الوقت أن هذه النباية يمكن الحصول عليها مباشرة من تعريف (20/. 
9 لتكن ١‏ .ع دالتان تحليليتان عند م2 و 0:-20)وم- معار بيها 0 + (.2)و .برهن أن 
ا 
3 د لشتاووزا 
(وعو ‏ )وعد 


٠‏ إذا كانت ! تحليلية عند ىن وكاك 0 (م)سص- ... ب (مج)/-- (م)/راء برهن أن الدالة 
0 اين 
“0 م ري 
+ دنه 9 
(مت د ج) 1 
1١!‏ ع م) 


تكرن تحليلية عند ٠.20‏ 
618 - تفرد القغيل «وأ) ممع أن ومعمعسولمنا 
المتسلسلة الواردة فى معادلة (5) من البند السابق هى متسلسلة قوى تقاربية 
مجموعها (5")2 لجميع نقاط داخلية دائرة التقارب م© للمتسلسلة 
)03 0 ح (3)2 
0 
وعليه فإن تلك المتسلسلة الممثلة للدالة (252 يمكن اشتقاقها حدا حداً ؛ بمعنى أن 


0 - 0 2)”ى 


2م 
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لجميع 2 فى داخلية ,© . وبالتأكيد فإن مشتقة الدالة 3 لأى رتبة يمكن الحصول 
عليها إذا أخذنا بشكل تتابعى مشتقة المتسلسلة الممثلة لها حداً حداً . وبالإضافة إلى ذلك 
فإن 
بننبوه!2 - (5")0 ريه - (5")0 بوه > (0)ى 
والمعاملات مه هى معاملات مفكوك ماكلورين للدالة 86 » أى أن 
)(820)0 
لم 


دره 
وتعمم ما سبق بالنسبة للمتسلسلات التى تحتوى قوى موجبة للمقدار م2 يمكن 
الحصول عليه مباشرة . وبهذا نكون قد حصلنا على النظرية التالية والخاصة بتفرد تمثيل 
الدوال على صورة متسلسلات قوى 
نظرية ١‏ : إذا كانت المسلسلة الى 
0( “تر 
تقاربية ومجموعها (1)2 عند جميع نقاط داخلية دائرة مام, > م2 - 212 فإن هذه المتسلسلة 
هى بالضرورة متسلسلة تايلور للدالة (6)2 بدلالة قوى (م2-2) . 
ولتوضيح ذلك نقول أنه إذا استبدلنا 2 فى مفكوك ماكلورين للدالة 2) مأو بالمتغير 22 
فإننا نمحصل على 
42ج 
5+1 2 
0,2( (ه > |12|) 1 ا )1 -) لآ - (م)ماة 
هذه المتسلسلة لابد وأن تكون متطابقة مع تلك التى نحصل عليها مباشرة بإيجاد مفكوك 
ماكلورين للدالة (22) مأو . 
وكنتيجة لنظرية )١(‏ نجد أنه إذا كان مجموع المتسلسلة (؟) هو الصفر عند كل نقطة 
من نقاط جوار ما للنقطة 2 » فإن كلا من المعاملات مه لابد وأن يكون مساويا 
للصفر . 
نظرية "' : إن كانت المتسلسلة 
24 0 ع ذم + "20 - 2)يه 2 > "200 - ا بق 


تقاربية ومجموعها (6)2 لجميع نقاط نطاق حلقى حول النقطة م2 فإن هذه المتسلسلة 
هى بالضرورة متسلسلة لوران للدالة (5)2 بدلالة قوى (م2 - 2) فى هذا النطاق . 
نبرهن هذه النظرية باستخدام نظرية )١(‏ من البند السابق وذلك فى حالتها الأكثر 
عمومية والتى تشمل قوى موجبة وسالبة للمقدار 2-2 . ليكن 
)2 2 *(20 - 00 0 - 42 )لاق 


التسلسلات 11 


...22 ,1 ,0 د ممع - 2622و 


* "2 ج)2 


و © دائرة حول النطاق الحلقى المعطى مركزها 20 وموجهة فى الانجاه الموجب . حيث 


ع سم 08 _ 28 كك 

دسم ال 0 رم 

( انظر تمرين )١5(‏ بند (45) ) »2 فإننا نلاحظ أن معادلة (ه) تؤول إلى 
ع (داكر 1 
- 2 2 2 


وهذا يعطى صيغة لمعاملات مفكوك لوران للدالة )6 فى النطاق الحلقى المعطى . 
54- الضر بو القسمة د55و01:1 0مه دمنغهعنام فلا381 
لنفرض أن كلا من متسلسلتى القوى 
)0 2 0 ا 
عور امنا 
تكون تقاربية فى دالية دائرة ما مح |2| . من ذلك نجد أن كلا من النبايتين 5 ,2)ع 
هاتين المتسلسلتين على التعاقب تكون دالة تحليلية لجميع نقاط القرص م, > إء | مك أن حاصل 
ضرب هاتين الدالتين يمكن تمثيله عند أى نقطة من نقاط هذا القرص » على صورة 
متسلسلة ماكلورين الآنية 
0 (م > 21|) موي - هاوتمار 
والصيغ التالية تعطى لنا قم المعاملات م» 
ووه - (0)و(0)/ - م 


ووظره + رطوه - (0)و(0)'/ + (0)'و(0)/- .ء 
[(0(9)0)"/ + (0) 2/0 + 00 ديه 
680 + رطره + يمه - 
وهكذا . وقد استخدمنا هنا حقيقة أن المتسلسلتين )١(‏ هما متسلسلتا ماكلورين للدالتين 
(2): ,2)ع على التعاقب . وباستخدام صيغة المشتقة النونية الحاصل ضرب دالتين » فإننا 
نهد أن 
زف 


+٠١‏ تو(وط يه + يطره + وطوه) + #(وطره + يطمه) + وطمه - (2)و(2) ل 
ل( > |2|) 7 دزف ) 0 
المتسلسلة (؟) هى نفس المتسلسلة التى نحصل عليها من ضرب المتسلسلتين )١(‏ معاً 
حدا حدا ووضع الناتج على صورة متسلسلة فى قوى 2 ؛ وتسمى المتسلسلة (”) بحاصل 
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ضرب كوشى أعنهممم بروزعيرو© للمتسلسلتين المعطاتين . والآن يمكننا صياغة النظرية 
التالية: 


نظرية : حاصل ضرب كوشى لتسلسلتى القوى )١(‏ هو متسلسلة تقاريية لجميع 
نقاط داخلية صغرى دائرق تقارب هاتين المتسلساتين ؛ ومجموع هذه المتسلسلة التقاربية هو 
حاصل ضرب مجموع ال تسلسلتين الأصليتين . 
سنفرض أيضاً فيما يلى أن (2)/,و/(9)2 هما مجموعا المتسلسلتين )١(‏ وأن 0 6م فى 
جوار ما لنقطة الأصل . خارج القسمة (م)و /(2)ر- 02 دالة تحليلية فى هذا الجوار » 
وعليه فإن 2)ط يكون طا مفكوك ماكلورين الآق 
)2 2 - (1)2 
حيث (0/- 0ك ,(0)/ ديه /10/21- يها وهكذا . المعاملات الأولى لهذه المتسلسلة 
يمكن الحصول عليها بدلالة المعاملات ,© و ,ثة للمتسلسلتين )١(‏ وذلك بأخحذ 
مشتقات خارج القسمة (2/602)/ بشكل تتابعى . والنتائج التى نحصل عليها هى 
نفسها التى نحصل عليها عند قسمة أولى الس 0 لاضن ٠‏ وبهذه 
الطريقة فإن الحدود » القليلة » الأولى من خارج القسمة - وذلك بعد إعادة ترتيبه 
ووضعه على صورة متسلسلة قوى فى - هى نفسها الحدود الأولى لمفكوك ماكلورين 
للدالة 2/9)2/ر .وعلى أية حال فإن هذه النتيجة صحيحة لجميع الحدود ٠‏ بمعلى 
أنه يمكننا برهان أن المتسلسلة التى نحصل عليها بإحدى الطريقتين تكون متطابقة مع 
المتسلسلة التى نحصل عليها بالطريقة الأخرى . 
وجمع متسلسلتى قوى حداً حداً صحيح دائماً لجميع النقاط المشتركة المنطقتى 
تقارب هاتين المتسلسلتين » وهذه النتيجة تتضح لنا مباشرة من تعريف مجموع 
متسلسلتى القوى . ولما كان ضرب متسلسلة قوى فى عدد ثابت حالة خاصة من 
النظرية السابقة الخاصة بضرب متسلسلتى قوى » فإن أى متسلسلتين للقوى يمكن 
طرحهما حداً حداً . 


50 
ه56 - أمثلة وعامرصةظ1 


تعتبر أولا الدالة 
)01( 9 لكت - ار 
2-2 1[1ح-ج (1(2-2- 
هذه الدالة تحليلية لجميع نقاط المستوى نا مالي 2-1 و2 2دج. 
مثال ١‏ : أوجد متسلسلة ماكلورين للدالة ), داخل القرص المفتوح 1>إم| . 
لاحظ أن 1 >|2/2] . عند كل نقطة من نقاط هذا القرص . وبالتالى فإن معرفتنا 
مجموع المتسلسلة الندسية زيند (4.ة) ) يعفلى 
1 


12 >21) | ا يلل ة-هر 


|) 2 


المتسلسللات ها 


هذه المتسلسلة فى قوى 2 تقاربية ومجموعها )5 عندما 1>إءا . ومن تفرد الفثيل ( بند 

(18) ) يتضح لنا أن هذه المتسلسلة هى متسلسلة ماكلورين للدالة ©)؟ . وهذا يعنى أن 

معامل 28 فى المفكوك 

0 (1 > |2) ام - هار 

لابد وأن يكون !م/(2”)0 | ؛ ومن ثم فإن ‏ (2-1-ه-2) رود زمر 

مثال ”* : : أوجد متسلسلة لوران للدالة 1)2 لجميع نقاط النطاق الحلقى 2 >|2| > 1. 
فى هذا النطاق الحلقى 1]1/2|>1 و 2/2(>1| .و بالتالى فإن 

كم 2>اماعه ‏ ك2 لل 8 !1+ لم - هر 


2 0 دمر 
وحيث أنه للا يوجد إلا تمثيل واحد للدالة )6 فى هذه الحلقة » فإن المفكوك (59) هو 
مفكوك لوران للدالة )6 فى هذا النطاق الحلقى . وحيث أن معامل 1-ج 
هو 1-,_م » فإن صيغة (5) بند (59) للمعاملات مه تبين إنه إذا كان © أى 
كفاف مغلق بسيط حول النطاق الحلقى وموجها ف الاتجاه الموجب » فإن 
د هك (عار ا 
مثال " : أوجد متسلسلة لوران للدالة 60 لجميع نقاط النطاق 2 <1ء| . 


فى هذا النطاق 1]1/2|>1 و 2/20>1|.وعليه يكون 
1 تم 1 1 1 
5( 2 <121) 2 - لطم - يلم هر 
وهذه هى متسلسلة لوران المطلوبة . وفى هذه الحالة يكون معامل 2-1 هو الصفر؛ 
ا تكامل )6 حول أى كفاف مغلق بسيط حول نقطة الأصل ومرسوم خارج 


الدائرة 2-2 يساوى الصفر. 
مثال 5 : أوجد الحدود الأول من متسلسلة لوران للدالة 
1 1 
وب وجب “بي و - (4)2 


وذلك لجميع نقاط النطاق ع > إء| > 0. 

لاحظ أن مقام الكسر الأخير هنا هو متسلسلة قوى تقاربية مجموعها ج وزو 1-ج 
عندما ‏ 0ضوج والوحدة عندما 2-0. ومن م فإن جموع هذه المتسلسلة 
لا يساوى صفرا عند أى نقطة من نقاط النطاق > > || »وتكون متسلسلة القوى 
الممثلة لهذا الكسر ل مزسوي و : 


1 
14م كال لود + -1- جروج وجب 


بالتالى فإن الحدود الأولى من متسلسلة ا 2 ف النطاق المعطى يمكر. 
2 / وى من 
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الحصول عليها مباشرة ويكون 
7 111 1 


إفة .5 >|جا| > 0) 7 62 25 وطوزوة2 


55- أصفار الدوال التحليلية كدوناعده1 عنارلهمه آه وهم2 
نعلم أن أى دالة 6 تحليلية عند النقطة 2 يمكن تمثيلها بمتسلسلة تايلور على داخلية 
دائرة ما مركزها م2 » أى أن 5 
0 ,لمم > أو - 2|) “200 - 2.6.02 +مه - (عار 
حيث (ل2ار- 0007 امل يو موإذا كانت 0 أحد أصفار 1 فإن 0 > وم.وإذا 


و 


فرضنا بالإضافة إلى ذلك أن 


إضة 0ع زج )الحكار- ...د (وم) "لع (معأال 

بينها 0ع زمج)««ار فإننا نسمى ىه صفرا من درجة « . وفى هذه الحالة يكون 
2 .(” > زوة - 2 | ,0 غة,ه) *(2 - 2 ",2 -ع2) - (دال 
إذا كانت (#)م هى مجموع المتسلسلة الواردة فى (7) فإن 

5 لمم > اوت - 2|) "ام - ع)ميمه بآ - (2)و 


لاحظ أن 0 عو ,يه - (مت)ى . وحيث أن المتسلسلة (4) تقاربية » فإن الدالة بي تكون متصلة 


وه . وبالتالى فإنه لكل عدد حقيقى هموجب م يوجد عدد حقيقى 


موجب قاخحيث 


عند 


م > امه - (2)وا| طلما 8 >|م - 2| 
إذا كانت 2/[إه! -ع وكانت ,قهى قيمة 6 المناظرة فى هذه الحالة » فإن 
)2 لعكاي امه - (2)وا طالما 5 > إمت - 2] 


ا 5 
ومن هذا نتبين ان 0 * (2)و عند أى نقطة من نقاط الجوار رق > إىج - 2| ولتبيان ذلك 


نشير إل أنه إذا كانت 0 - (28)02 عند أى نقطة فى هذا الجوار فإن المتباينة الأولى من 
(5) تصبح 2/[ره| > [مها 
وبذلك نكون قد برهنا النظرية التالية 
نظرية : لتكن ؟ دالة تحليلية عند النقطة .2 . إذا كانت ل2 أحد أصفار 6 فإنه 
يوجد جوار للنقطة م2 لا يحتوى أصفاراً أخرى للدالة ؛ , اللهم إلا إذا كانت / هى 
الدالة الصفرية . وهذا يعنى أن أصفار الدالة التحليلية تكون معزولة . 
تمارين 
١‏ - لتكن )مزه - )وا ستخدم متسلسلة ماكلورين ("”) بند (585) بالنسبة للدالة ع لتغبت 


أن و رمسم او و رود»ى وذلك لجميع (..,1,2--) 
٠‏ - استخدم المفكوك (2) بند (58) لتبين أنه إذا كانت © هو الدائرة 1-|2| 
موجهة فى الاتجاه الموجب . فإن 
ير 42 1 
3 2طمة22ء 
*“ - ائبت أن متسلسلة ماكلورين للدالة (22) طومءج حيث ©©>|2| هى 


0 


1 
ٍ 0 + 
4 - اعط تيلا للدالة (2+1/2-1). على صورة : 
(أ) متسلسلة ماكلورين وأوجد منطقة صلاحية هذا القفيل للدالة . 
رب) متسلسلة لوران بالنسبة للنطاق 1< || ٠‏ 
الأجوبة : () (1> )»28 1- رب .1< إدا) »م 2# + ا 


ه - أوجد مفكوكا للدالة *1(/2 -2) على صورة 
(أ) مسلسلة تايلور بدلالة قوى 2-1 ثم بين منطقة صلاحية هذا المفكوك 
(ب) متسلسلة لوران بالنسبة للنطاق 2-1|<1| 
الأجوبة : ذأ (1 2-11 |) "إل موو“*رلت رب «لر سم مسترت يي . 
1 


0-05 ائبت أن متسلسلة لوران للدالة بط فى اروك ا اا ف ب 
!1+ م2): م 2 


7 أو جد مفكوكين ٠‏ كل منهم على صورة متسلسلة لوران بدلالة قوى #» للدالة 
0 ح جار 
ثم أوجد منطقة صلاحية كل من المفكوكين . 
الأجوبة : كال ل بوادم 
م - أوجد متسلساتى لورانكبدلالة قوى مكللدالة -(22 2-1017 ثم اوجد نطاق صلاحية 
كل من المتسلسلتين 
484 - أوجد الأربعة حدود وهر اعد يوقا ريا الآنية 


0 
1<|:| >0 2 تت 
اسمن 6 ا ا 2 


٠‏ - أوجد الحدود 00 لكل من الخحالتين الآتيتين 
1 1 1[ 1 
ل( >إءع| > 0) جه وج - | - و نينا 
1 14 1[ 1 1 


6 3 -_- 
رب 2 > إ|ج] > 0©) 27220 2 21 


١‏ - أوجد متسلسلة لوران للدالة (1/2-4 للنطاق |2|<|4| » حيث عاعدد حقيقى 
محققا للمباينة 1 > م/> 1- ؛ ومن ثم ضع د02 الاشتقاق الصيغتين التاليتين 
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2خ - 0 ومن ع1 5 
يي ارمح ح 00580 اربش 
ب قعقيمه ووو 5 
ويم و - 0 هل لابق 
قارن ذلك بالنتيجة بتمرين (؟) بند (85) . 


, لتكن 50,4 دالة للمتغير 0 مجه - 2 وتحليلية فى نطاق حلقىءحول نقطة الأصل‎ - ١ 
>, يحتوى الدائرة 1 م.إذا أخذنا هذه الدائرة على أنها المنحنى © فى صيغة المعاملات‎ 
7 لمتسلسلة لورانءبدلالة قوى #ءللدالة 0.0 . برهن أن‎ 


44 [ل - فيا ممه ه50 ]2ج فه ويام | بار - رقبام 


هذه إحدى صيغ متسلسلة فورييه وءل,ع5 معنوسه" لدالة 501,6 ذات قم مركبة 
ولتغير حقيقى م -على دائرة الوحدة التى مركزها نقطة الأصل . ليكن (6)» , (6)م 
هما الجزآن الحقيقى والتخيل على التعاقب للدالة 70,4 . برهن أن المفكوك عاليه يظل 
صحيحا إذا استبدلنا :8 فى كل موضع بأى من الدالتين, أو م .إلا أننا ننوه فى هذا الموضع 
أن هذه القيود على الدوال الحقيقية يد و 2000 تعتير أكثر بكثير بما نحتاجه 
من كل منهما حتى يكون فا تثيل على صورة متسلسلة فوربية!؟» 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دع طقعطاٌ_ مهكد وداه /ردا تماعل رعمهع بأطءمو/ رعم اط 


اي 
5 
08 ظ 


(1) لشروط أخرى كافية انظر على سيل المثال كناب 
"'كنسعلطوء© عنلة؟ ومقلصنه8 لسه معتمعك معلوسه؟"' التطععسطك .1377 


الطبعة الغانية . ص 00131٠ 025٠‏ 1945# 


افص لالسَاع 
البواق و الأقطاب وعلو2 اسه معسلتوع1 


تؤكد نظرية كوشى - جورساه » السابق ذكرها فى الباب الخامس » على أنه إذا 
كانت دالة ما تحليلية عند كل نقطة من نقاط كفاف مغلق بسيط © وكذلك عند كل 
نقطة داخلية للمنحنى © فإن تكامل هذه الدالة حول هذا المنحنى يساوى صفراً . 
ولكن إذا كانت الدالة غير تحليلية عند عدد محدود من نقط داخلية المنحنى © فإنه 
يوجد » كم سنرى فى هذا الباب » عدد معين » يسمى باق »«فندع8 » مناظر لكل نقطة 
من هذه النقط وسئرى كذلك أن هذه البواق ستسهم فى تعيين هذا التكامل . 

وسنقوم فى هذا الباب بإنماء نظرية البواق وسنوضحها عن طريق استخدامها الحساب 
أنواع خاصة من التكاملات المحددة الحقيقية التى تظهر فى الرياضيات التطبيقية . 


/ا5" - البواق معدونمم 


كا سبق وأن ذكرنا ( بند (19 )) فإنه يقال لنقطة مه أنها نقطة شاذة لدالة ما, إذا لم 
تكن ؛ تحليلية عند مه ولكنها تكون تحليلية عند نقطة من نقاط أى جوار للنقطة م . 
يقال لنقطة شاذة مه أنها معزولة هعغهامو1 إذا كان 2 بالإضافة إلى ماسبق » يوجد جوار 
للنقطة 2 تكون الدالة ؛ تحليلية عند كل نقطة من نقاطه فيما عدا النقطة م2 
والدالة 1/2 مثال بسيط على ذلك . فهذه الدالة تمليلية عند جميع التقط عدا النقطة 
0 - وبالتالى فإن نقطة الأصل تكون نقطة شاذة معزولة لهذه الدالة . والدالة 
2 
لها ثلاث نقط شاذة معزولة هى :+ -2 ؛ 0ع 
ولكن لاحظ أنه بينا تكون نقطة الأصل نقطة شاذة للدالة 2 همة فإنها ليست نقطة 
شاذة معزولة وذلك حيث أن كل جوار لنقطة الأصل يحوى نقاط من الجزء السالب 
للمحور الحقيقى فى حينٌ أن الدالة #همة ليست تحليلية عند أى من هذه النقط . الدالة 
2 
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ها نقط شاذة عنذ م/1 -2 ع حيث 2,...220+ ,1+ دم . وعند 2-0 وجميع هذه 
النقط تقع على جزء احور الحقيقى بين 1,1- . كل من هذه النقط الشاذة » عدا النقطة 
ه-دء هى نقطة شاذة معزولة . أما النقطة الشاذة ه-2 فليست معزولة وذلك لآن كل 
جوار لنقطة الأصل يحوى نقاطا شاذة أخرى للدالة . 

إذا كانت م2 نقطة شاذة معزولة للدالة 6 فإنه يوجد عدد حقيقى موجب ]., بحيث 
تكون الدالة 6 نحليلية عند كل نقطة # بحيث > امت - ج| >6 فى هذا النطاق تمثل 
الدالة بمتسلسلة لوران : 
لك 00-0 عط ع + 2 دخ "200 - يك هال 
حيث المعاملات تعطى بالعلاقات (؟), 0*) من بند (59) . وعلى سبيل المثال فإن 
المعامل وطيعطى بالتكامل 
0 له (هال ] لد - رن 
حيث © أى كفاف مغلق بسيط حول ىت » واتجاهه الدورانى هو الاتجاه الموجب » بحيث 
تكون الدالة 6 تحليلية عند كل نقطة من نقط © أو داخلية © عدا النقطة مه . العدد 
المركب إط » وهو معامل (من 1/2 ف المفكوك )١(‏ ؛ يسمى.باق نوع الدالة 
* عند النقطة الشاذة المعزولة م2 . 

العلاقة )١(‏ تمدنا بطريقة فعالة الحساب تكاملات معينة حول كفافات مغلقة بسيطة 
وعلى سبيل المثال » دعنا نحسب التكامل 


زفق ال 
2 1 


حيث © هو الدائرة 2-|2| مع الاتجاه الدورانى الموجب . الدالة المكاملة 

وبحم - هار 
دالة تحليلية عند كل نقطة من نقاط © وكل نقطة من نقاط داخليته فيما عدا عند النقطة 
الشاذة المعزولة 2-1 . وبالتالى فإنه ينتج » من العلاقة (؟) » أن قيمة التكامل (؟) 
تساوى 2 مضروبا فى باق الدالة 6 عند 2-1 . ولتعيين هذا الباق فإننا نستخدم 
متسلسلة تايلور للدالة *-م حول النقطة 2-1 وذلك لكتابة مفكوك لوران على 
الصورة : 


ا لل 0 ةس 
11 > توج > توج 


البواق والأقطاب لك 


حيث 1-0 -:/ » من هذا نجد أن باق الدالة ؛ عند 2-1 يساوى ‏ 1-م_ 

و بالتالى فإن 
27 م 

ه 0000 الل هويا 
وكمثال اخخر » دعنا نثبت أن 
»-٠ 4‏ زو مي ] 
حيث © هو نفس المنحنى المعطى ف المثال السابق . حيث أن 1/2 تحليلية عند جميع 
نقط المستوى المركب عدا نقطة الأصل فكذلك تكون الدالة المكاملة (ي) م6. 
النقطة الشاذة المعزولة ه-2 نقطة داخلية للمنحنى © » وبالتالى فباستخدام متسلسلة 
ماكلورين للدالة الأسية يمكننا كتابة مفكوك لوران على الصورة : 


11 11 1 1[- 1 
367 22 257+ الك ماع 


حيث .0 < | . وبالتالى فإن باق الدالة المكاملة عند النقطة الشاذة المعزولة 2-6 يساوى 
ضفرا (أى أن ه-وط ) » وهذا يعطى القيمة المطلوبة للتكامل (3) . 
58" - نظرية الباق سسعدمءط؟ عسوا 156 
إذا كان للدالة 6 عدد محدود فقط من النقط الشاذة » تنتمى إلى داخلية كفاف مغلق 
بسيط © » فإن هذه النقط الشاذة لابد وأن تكون معزولة . النظرية التالية هى الصياغة 
الدقيقة لحقيقة أن قيمة تكامل الدالة 6 حول © يساوى :2 مضروبا فى مجموع البواق 
المناظرة لهذه النقط الشاذة . 1 
نظرية : افرض أن ©كفاف مغلق بسيط » وأن ؟ دالة تحليلية عند جميع نقط © 
وجميع نقط داخلية © عدا عدد محدود. من النقط ‏ .2 ....:22 ١ت‏ التى تنتمى 
إلى داخلية © تف بيه ,ره ,,8 بواق الدالة 6 عند هذه النقط على الترتيب فان 
زطق و8 + +٠٠١‏ يظ + يظ)ئج2 - ع4 (12ر ب 


حيث الاتجاه الدوراق للمنحنى © هو الاتجاه لوي 8 


19 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


لإثبات هذه النظرية » افرض أن النقط زه مراكز دوائر :© اتجاهها الدورانى هو الاتجاه 
الموجب وتقع كل منها بأكملها فى داخلية © » وصغيرة صغرا كافيا بحيث لا تتقاطع أى 
اثنتين منها ( شكل (19) ) النوائر © مع الكفاف المغلق اليسيظ © تمثل حدود منطقة 
تكون فيها الدالة 6 تحليلية » يم أن داخليتها تمثل نطاقاً متعدد الترابط ام 
تعمم نظرية كوشى - جورساه على مثل تلك المناطق ( بند (59) ) » ينتج أن 
0 - عه ل[ -:.- هف اليل -42 اليل - عه (عالريل 
وهذه المعادلة الأخيرة تؤول إلى المعادلة )١(‏ المطلوبة وذلك لأن 
:1,2,0 ن) 4 2)/ ]يد - رظ 
وهذا يكمل برهان النظرية . 
ولتوضيح هذه النظرية دعنا نوجد قيمة التكامل 
زف 52-2 
١‏ 1 
حيث © الدائرة 2 -21] موجهة فى اتجاه ضد عقرب الساعة . الدالة المكاملة لها نقطتان 
شاذتان هما! -2 و 2-0 » وكلتا هما تنتمى إلى داخلية المنحنى 0 المعطى . باستخدام 
متسلسلة ماكلورين 
1 >2|) لي ال 


يمكننا حساب البواق يه,ره عند1 -2 و١0‏ -: على الترتيب . لذلك نكتب أآولا مفكوك 


'لوران 
عع وؤدى) - (نت)3- م - في 


اس قوق ج3 23س 
2 


» حيث 1 > |2| >0 » للدالة المكاملة ومنها نرى أن 81-2.بعد ذلك نلاحظ أن 
1 3 ) - 2-0 
جشييم] + 26-1 


3 
- تزه - »م +( دع - نا ست + ة) - 


»؛ حيث[ > [1-ج| > 0معامل (1/)2-1 فى مفكوك لوران عندمأة >|25-1| > ويساوى 
ثلاثة . من هذا ينتج أن 3- ,28 . وبالتالى فإن 


البواق والأقطاب و 


102 ع زر + 29 ا 52-2 ا 
(مجدمامع 


فى هذا المثال نلاحظ أنه من الأبسط » بطبيعة ال حال ع أن نكتب الدالة المكاملة 
كمجموع ع لكسريها الجرئيين ا فإن 


ج35 
ع 2 5] - يه اضر 


.10 ع نه6 + زع4 ع 0 


8 - اجخزرء الأساسى من دالة ممتاعمن؟ و أن عوط لممعملم عد 
كا رأينا فإنه إذا كان لدالة ما م نقطة شاذة معزولة ى# » فإن الدالة يمكن تمثيلها 
بمتسلسلة لوران : ش 


9 من ا + “ده - عه - ار 
فى نطاق ما١2‏ »> إم - | > 0 مركزه و2 . جزء هذه المتسلسلة الذى يحوى القوى 
السالبة للمقدار 2-2 يسمى الجزء الأساسى :وم ادمعولءط من الدالة 6 عند م2 . سنقوم 
الآن باستخدام الجزء الأساسى من دالة ما للتمييز بين أنواع ثلاث من النقط الشاذة 
المعزولة » يكون سلوك الدالة قرب أى منها مختلف اختلافا أساسيا عن سلوكها بالقرب 
من أى من النقطتين الآخريين . 

إذا كانت فئة الحدود غير الصفرية فى الجزء الأساسى من ؟ عند و2 غير خالية وتحتوى 
عل عدد محدود من العناصر ء فإنه يوجد عدد صحيح موجب « بحيث 6,240 ١‏ 

٠١-0‏ - وجبرة - رمورة .أى أن المفكوك )١(‏ يكون على الصورة 

0 صعلم ب... + جنظ ب شرم + "200 -2)يه م -0)/ 
جيك رم > اوج -اج| أن . فى هذه الحالة تسمى النقطة الشاذة المعزولة 2 قطبا ءامط 
من درجة ««.القطب من درجة 1.-0 يسمى قطباً تعتيفلاً عامم عامسراه ١‏ 

فعلى سبيل المثال » الدالة 


2-22+3ج 


3 
27 2+ )2-2( +2 


2- 
2 0< |2 -2إأها قه يها عند 2-2 . وباق هذه الدالة عند القطب 2-2 
يساوى ثلاثة . والدالة 
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» حيث 2|<0| » لها قطب درجته 3-هم عند 2-0 » وأن الباق هذه الدالة عند 2-6 
يساوى سدس . 

يا سنرى ف البند التالى » الدالة 660 تؤول دائماً إلى مالا نباية عندما تقترب 2 من 
قطب ما. 

عندما يحوى الجزء الأساسى من دالة 4 عند مه عددا لا نهائياً من الحدود الغير صفرية 
فإن النقطة 20 يقال لها نقطة شاذة أساسية )0ذهم عقاسوسذة لوتادهوو . كمثال هذا النوع 
الدالة 
5 ع + )مه 
» حيث 0< || » التى ا نقطة شاذة أساسية عند ه-* . وباق هذه الدالة عند 2-60 
يساوى 1 . 

وقد توصل بيكار 94مهء!5 إلى نتيجة هامة تصف سلوك دالة ما بالقرب من نقطة 
شاذة أساسية وهذه النتيجة تنص على أنه فى أى جوار لنقطة شاذة أساسية تأخذ الدالة 
كل قيمة محدودة » مع استثناء وحيد محتمل » عددًا لا نبائيا من المرات . ولن نقوم 
بإثبات نظرية بيكار » ولكننا سنقوم فيما بعد ( فى بند )١١7(‏ ) بإثبات نتيجة مقاربة 
جدا هاء 

لتوضيح نظرية بيكار دعنا نبين أن الدالة (1/2) مه المعطاة فى المعادلة () تأخذ 
القيمة 3- . عددا لانبائيا من المرات فى أى جوار لنقطة الأصل . لذلك تذكر أن ( بند 
(59)) دمين عندما :20# + 1) دج 2 حيث ... ,2+ ,1+ ,0 -سء وهذا يعنى 
أن و - ح (م/1) مه عند النقط 


0ط ماخ ,4-0 بيرووسم -ه 


التى. يحتوى أى جوار لنقطة الأصل على عدد لا الى منها . 
لاحظ أن 60ت |(1/2) م*ه| لأى عدد مركب وبالتالى فإن الصفر يكون هو القيمة المستثئاة 
التى لا تأخذها الدالة . 

عندما تكون كل المعاملات ,ث6 فى الجزء الأساسى من دالة 4 عند نقطة شاذة معزولة 
2 مساوية للصفر فإن النقطة م2 يقال لها نقطة شاذة مزالة )سلدم يهن عاطه«رمسعه8 
للدالة ؛ . فى هذه الحالة تحوى متسلسلة لوران )١(‏ القوى الغير سالبة فقط للعدد 2ت » 


* لبرهان نظرية بيكار ٠‏ انظر بئد (81) من امجلد النالث من كتب 11©7161وناظ018 المذكورةفى ملحق )١(‏ . 


البواق والأقطاب 1 


أى أن المتسلسلة تكون فى هذه الحالة متسلسلة قوى . إذا عرفنا 6 على أنها تساوى مه 
عند م2 فإن الدالة تصبح تحليلية عند و2 ( انظر نظرية (؟) من بند (57) ) . وبالتال 
فإن الدالة 6 التى لما نقطة شاذة مزالة يمكن جعلها تحليلية عند هذه النقطة وذلك بتحديد 
قيمة مناسبة للدالة عند تلك النقطة . 


فمثلا الدالة 
2 ا سمج 
م ع 1 لج وار 
» حيث | 2|<0| » لما نقطة شاذة مزالة عند 2-0 . إذا كتبنا 1ع زمار فإن الدالة 
تصبح شاملة . 


ا - الأقطاب وعاوط 


افرض أن الدالة 6 لها قطب من درجة ٠»‏ عند 20 . دعنا نعرف دالة جديدة ثم 
بالمعادلة 
.«2) "2 - م) > (2)و 
من معادلة (؟) بالبند السابق نجد أن 
00 "روج سج)رة + ...ل 2(وت - 2)ي_يرظ + (20 - 2)_برط + برط - (4)2 


ا لاق 


حيث ,م > إوج - | > 0 »> 0عدرة . وبالتالى فإن النقطة م2 تكون نقطة شاذة مزالة 
للدالة 2# . دعنا نكتب 
رط - (0ة)ة 

وذلك حتى تصبح الدالة م تحليلية عند م2 . لاحظ أن كون الدالة تحليلية غند نقطة 
ما يستتبع أن تكون متصلة عند نفس النقطة وبالتالى فإن تعريفنا للمقدار (مع) شي يمكن 
كتابته على الصورة 
2 مط - (عال”(مة - 2) سنا - (,2)ق 
حيث أن هذه النباية متحققة و 0 عدم فإنه ينتج أن (8)2 تؤول إلى مالا نباية عندما 
تفترب 2 من م2 ( انظر تمرين )١١(‏ بند (الا) ). 

بالاضافة إلى ذلك فإنه يمكن استخدام الدالة © لتعيين باق الدالة 8 عند القطب 20 . 
هذا الباق هو المعامل ٠‏ فى متسلسلة لوران (؟) من البند السابق . وحيث أن )١(‏ هى 
متسلسلة تايلور للدالة © حول النقطة م2 فإن العدد وم يعطى بالعلاقة 


1 النغيرات المركبة وتطبيقات 


2 ام 
)) 
وعندما تكون 8-1 فإن صيغة باق الدالة 6 عند القطب البسيط ل يمكن كتابتها » 
وذلك احسب معادلة »)١١‏ عل الصورة 
05 .الوه - ع) سنا - (وماف د رط 
افرض أننا أعطينا الآن دالة 6 بحيث يكون حاصل الضرب 
)"0م - ) 
معرفا عند ن2 بحيث يكون تحليليا عندها . كا سبق » 0« عدد صحيح موجب . نفرض 
أن )»4 ترمز إلى حاصل الضرب المذكور أعلاه . إذن » لأى نقطة 2 فى قرص مفتوح 
حول 20 ء 


للف 1 7 
ا ل نا + مت - 4')2()2 + (20)ة - ()ل/”(ى2 - 2) - (4)2ة 


وبالتالى فإنه عند أى نقطة من نقاط هذا القرص المفتوح ء عدا النقطة م2 » 
لوعف لل لعاف اي لعاف 


م2 - 2 !1 م) "20 -2) - (2/ 
00 م 
مر م + 


إذا كان 0غ (20)© فإنه ينتج أن ؟ لها قطب من درجة ٠‏ عند و2 وأن باق الدالة ؛ عند و2 
يعطى بأى من العلاقتين (©) أو (4) . النظرية التالية تمكننا من اختبار أن دالة ما شا 
نظرية : نفرض أن ؟ دالة ما معطاة وأنه لعدد صحيح موجب « تكون الدالة 
2ل"( -ع) - (م)ة 
معرفة عند م بحيث تكون تحليلية عندها وبحيث..0 ع (,:)م . إذن : يكون لها قطب من 
درجة « عند م2 وباق الدالة ؛ عند م يعطى بالعلاقة (") إذا كانت 1<م 
وبالعلاقة (4) إذا كانت ١‏ - م . 
لاحظ أن الشروط الواردة فى النظرية تكون متحققة دائماً طالما كانت الدالة ؛ على 
الصورة 
(9)2 


*(م2 -ج) 


(..,12- مم - زمار 


حيث الدالة (2) © تحليلية عند م2 3 0غ« (م2)ة ٠‏ 
وكإيضاح لذلك » نلاحظ أن الدالة 3م/2-م - (ج)/ ها قطب من درجة 0-3 عند 


البواق والأقطاب بود 


« -2. ف هذه الحالة تكون 22-م > (ج)م . و بالتالى ينتج » من العلاقة (7) »أن باقى ؟ 
عند م ع 2 يساوى 2)0(/20-2م, 

وكمثال لايضاح العلاقة (4) » نلاحظ أن الدالة (9 + 1(/)22 + 2) > (2)/ لها قطب 
بسيط عند :3 2ج وأن الباق عند هذه النقطة هو 


3-4 2+1 ا+2 
3 اد :3 - 2) مدنا 
ا ص 0 


النقطة (3- -2ج2 هى أيضاً قطب بسيط للدالة المعطاة , وباق الدالة عندها يساوى 
6 + 3). 
١/ا‏ - قسمة الدوال التحليلية وممأاعمنظ عنالولقمة أه وامعنامت0) 


الطريقة الأساسية لحساب باق دالة ما عند نقطة شاذة معزولة ن# هى الاستخدام 
المباشر لمتسلسلة لوران المناسبة وإيجاد معامل (مج ‏ 1/2 فيبا . عندما تكون ن+ نقطة شاذة 
أساسية » فإننا لن نقدم طريقة أخرى بديلة لحساب البواق » ولكن لحساب البواق عند 
الأقطاب فإنه يمكن استخدام الصيغتين (8) و (4) السالف ذكرهما فى البند السنابق 
عندما تكون الدالة م بسيطة بدرجة كافية . 

وتوجد طريقة أحرى لحساب باق دالة ما ؛ عند قطب مه للدالة إذا كان بالإمكان 
كتابة ؛ على صورة كسر : 

2 

00 قار | | 
حيث كلا من 4.م دالة تحليلية عند م2 وبحيث 0 بو (مج)م. ويجب أولا ملاحظة أن م2 
تكون نقطة شاذة معزولة للدالة 6 إذا وفقط إذا كان0 - (مت)و. لأنه إذا كان0 - (مع)ي فإن 
6 أ )»و عند أى نقطة أخرى فى جوار ما للنقطة مه ء وهذا يرجع إلى أن أصفار 
الدالة التحليلية التى لا تنعدم تطابقيا ( أى لكل نقطة #) تكون معزولة ( بند (585) ) . 
من هذا ينتج أن الدالة 6 تكون تحليلية عند كل نقطة من نقط هذا الجوار للنقطة م2 » 
فيما عدا عند النقطة م2 نفسها ء, و بالتالى فإن م2 تكون نقطة شاذة معزولة للدالة © . 
و بالعكس . إذا كانت ى2 نقطة شاذة معزولة للدالة 6 فإن 0 - (مت)و .وذلك لأنه إذا كانت 
0 * (4)20 فإنه ينتج من اتصال الدالة ؛ أن 0 (2)و عند كل نقطة + من نقط جوار. 
ما للنقطة 2 ( انظر تمرين )١١(‏ من بند )١5(‏ ) . من هذا ينتج أن الدالة ؟ 
تحليلية عند ىن وهذا يناقض حقيقة أن 20 نقطة شاذة معزولة للدالة 8 . 

الدالة ؛ المعطاة بالمعادلة )١(‏ ا قطب بسيط عند و إذا تحقق ء بالإضافة إلى الشروط 
الأخرى السالفة الذكر . كل من الشرطين 0 - (رتيي و 0 (مت)” . ويعطى باق الدالة ؛ 
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عند القطب البسيط م2 بالعلاقة 


)220 
7 لك درم 
( 92 ' 
لإثبات ذلك فإننا نعتبر مفكوك تايلور » المتحقق فى القرص ,رم > إرد - :| » لكل من 
الدالتين التحليليتين »,مهو نكتب 
0 + م2 - 200)2)ءم + (ممام - 2 )رن: -ع2) 


+٠‏ !20/2 - 2)(م2) "9 + (20) و9 

حيث ,م > نت - :| >0 
خارج قسمة هاتين المتسلسلتين يمثل دالة 9 تحليلية عند ,2 » وحيث أن 
0 * (م20(/6")2)م - (4)20 فإن البرهان يمكن إكاله بسهولة باستخدام النظرية المذكورة 
فى البند السابق . 

باتباع نفس الأسلوب يمكننا إثبات أنه إذا كانت الدالة 6 تحقق » بالإضافة إلى 
الشروط السالف ذكرها التى تحققها كل من الدالتين .م » الشروط التالية : 

0 (وت)”"و م 0ح زمج)١1”‏ ”او د ٠١‏ - (20) ؟ - (20)و 

فإن الدالة 6 يكون لها قطب من درجة « عند ج2 . عندما 2- «دء يعطى باق الدالة 6 
عند القطب ى: ( من درجة 0-2) بالعلاقة 
2 (20) ”2009م 2 _ (مقمر 8 


“[19”)200 3 20" 
التى يمكن إيجادها بحساب ‏ (م#4"2 . حيث 
+٠‏ 2 - 20()2)'م + (و2ام 
+ !20(/3 - ع)(مج)”9 + !9”)20(/2 


وحيث ”> إن - ع]| > 0. 
عندما 2< سر فإن الصيغ المناظرة الحساب البواق تكون طويلة جدا . 
لتوضيح العلاقة (؟) دعنا نعتبر الدالة 


605 2 


- (2)ة 


التى لما النقط الشاذة المعزولة جم دع اوحيث ...2+ ,1ل ,0 دم ٠.‏ بكتابة 
م905 و موه - زعام فإننا غبد أن كلا من هذه النقط تكون قطبا بسيطا للدالة 
602 وأن باق هذه الدالة عند كل من هذه الأقطاب البسيطة يساوى 


0057 ام 


#5 وم (7م)” 20-١‏ 


كمثال آخر » دعنا نحسب باق الدالة 


البواق والأقطاب 14 


1 
ار 


عند نقطة الأصل . فى هذا المثال! - (م)م ؛(1 - تمت - (0:1)2 - (0)و - (0)و20 - (0)"و > 

3 - (0)"م. وبالتالى فإن نقطة الأصل تكون قطباً من درجة 5-2 » وباق الدالة 6 عند 

هذا القطب يساوى 1/2 -( وذلك باستخدام العلاقة (5) ) . 

تمارين 

١‏ - أوجد فى كل حالة الجزء الأساسى من الدالة عند نقطتها الشاذة المعزولة . بين ما إذا 
كانت هذه النقطة الشاذة قطبا , أو نقطة شاذة أساسية . أو نقطة شاذة مزالة للدالة 
المعطاة . 


2 1 
»سو 2 ربع تاء رس تحظة 2 ابن 5د 
+1 2 


؟ - اثبت أن جميع النقط الشاذة لكل من الدوال المعطاة التالية تكون أقطابا . أوجد الدرجة 
لكل قطب والباق المناظر 8 . 


م 2+1 1 (ب) تطمم 7 ١ج‏ 22 مع 1 
ج22 -ثج 2ج 

رم 08م* ا رهم ل 20 سد اعت 
02-2 2 605 2 شج 


الأجوبة :(أ) 4,4--8 62 1-” 2 رب) 8-1 ,اعم 2 رج 4--8 2 ودم 
# - أوجد الباق عند 0- لكل من الدوال 


() عتمي 0 رب) مم من 3م 2 26052 


الأجوبة : (أ) صفر , (ب) 21/6 (جم .1/2- 
ا أوجد قيمة التكامل 
1 2 +323 1 
(9 +122 مم 
حيث © الدائرة موجهة ضد عقرب الساعة . 
2-2-ه| ع («بم 4حاإا| 
الأجوبة :0 اع رب نيم 
ه - اوجد قيمة التكامل 


42 ا 
4 جع)تمء 


- 8 


-8 
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حيث ) الدائرة ؛ موجهة ضد عقرب الساعة » 


أ 2دإعا ٠.‏ رسم 2-3 +ج| 
الأجوبة : ر(أم) 32نس 2 (ب) صفر. 
افرض أن الدائرة ‏ 2-|2| مع الاتجاه الدورانى الموجب واحسب كل من 
التكاملات 


02 2 72 اوم 
0 لسم| 
22 طماوء (1+ثةجم)مء 
الأجوبة : ر) /«4- 2 رب سد 


أوجد قيمة تكامل الدالة 6 حول دائرة الوحدة التى مركزها نقطة الأصل مع الاتجاه 
الدورانى الموجب إذا كانت (1)2 هى 


4 جمو عمف ا 0 رب 
2 


أٌ 300 1 
41 عومد رب رعق انج اع (ججم) رعو 2-3 2020 (3) لويروج 
2 


الأجوبة : () 2 0 ء (ب) صفرء (ج) زم 
أوجد قيمة التكامل (؟) من بند (58) وذلك بإيجاد معامل 1/2 فى مفكوك لوران 
للدالة المكاملة 

52-2 20-2 1 


1-02 2م ([سهمع 
بدلالة قوى 2 حيث نطاق تحقق هذا المفكوك هوا < |2|.لاحظ . مع ذلك . أن المعامل 
الذى نحصل عليه ليس باق الدالة المكاملة عند 2-1. 
أوجد الباق عند النقطة ١‏ - لفرع الدالة المتعددة القم 


له 

حح (ت)ر 

1-2 

الذى غصل عليه بقصر 2 8دة بحيث 1 + 20) > توه > +(1 يرج) حيث ١‏ عدد صحيح . 
الإجابة : :+"(1-) 


٠‏ - إفرض أن ؟ دالة تحليلية عند النقطة م2 . إثبت أن م2 نقطة شاذة مزالة للدالة 


0ل 


ودجو 


عندما 20-0)/ . إثبت أنه عندما 20 (20)/ فإن النقطة م2 تكون قطبا بسيطا 


46 


للدالة بم وأن باق ع عند م2 يساوى (8)20 . 


١‏ - باستخدام العلاقة (؟) من بند )1/١(‏ لحساب العدد بوط ء اثبت أن 


مع (ج)ر دملا 


عندما يكون ى2 قطيا للدالة © . 


البواق والأقطاب 1 


اقتراح : لاحظ أنه يوجد عدد موجب 8 بحيث 
أعطاة > |(ع)/”20 -2) -مةإ| طالما 8>إم - :| >6 

ثم استخد م المتباينة |دت - ,2| ك |:2| - |:| 

١٠‏ - ائبت أنه إذا كانت دالة ما (5)2 تحليلية عند م2 وإذا كان م2 صفرا من درجة 8 للدالة 
(2): فإن الدالة (1//2 يكون ها قطب من درجة م عند م2 . 

١‏ - افرض أن (2)؟ دالة تحليلية فى نطاق بسيط الترابط 8 وأن م2 هو الصفر الوحيد للدالة 
(2)؟ فى 2 . اتبت أنه إذا كان © كفافا مغلقا بسيطاً فى 0 اتجاهه الدورانى هو الاتجاه 
المورجب وبحيث © 5 20 ٠‏ فإن 


2 
عر ل 2# 
حيث العدد الصحيح الموجب 22 رتبة 0 الدالة. الكسر (ج)/(2)”/رهو مشتقة الدالة 
(2)؟ عا ويعرف بالمشتقة اللوغاريتمية للدالة ()6 . 

4 - باستخدام نتيجة تمرين )١(‏ , اثبت الخاصية التالية للمشتقة اللوغاريتمية المعرفة 
أعلاه . افرض أن 1 نطاق بسيط الترابط تكون فيه الدالة ؛ تحيلية 2(720)./ 
وافرض أن © كفاف مغلق بسيط فى « اتجاهه الدورانى هو الاتجاه الموجب ء 
وبحخيث ١‏ 2(720)/ر عند أى نقطة من نقط © . إذا كان للدالة ؛ أصفار عددها ١/‏ 
تتسمى إلى داخلية © , فإن 

ام 1 
00 
؟/ما - حساب التكاملات الحقيقية المعتلة ولدمعء)ه! لدع معممءمص!ا كه ممنالوسلوحظ 


تطبيق هام لنظرية البواق هو استخدامها فى حساب أنواع خاصة من التكاملات 
الحقيقية امحددة . الأمثلة التى ستطرح هنا وفى بقية هذا الباب توضح هذا الاستخدام 
لتلك النظرية . 

من. مبادىء حساب التفاضل والتكامل نعلم أن التكامل المعتل الذى على الصورة 
)00 وار ل 
حيث الدالة المكاملة ‏ متصلة لجميع قم دء يقال له تكامل تقارنىي لومععامذامعوى دمم0 
وأن قيمته هى 
0 4 0 | سنا + ف )ار ١‏ ذا 
3 0" ممع 5 هك ووماع 
إذا تحقق وجود كل من النهايتين . هناك عدد آخر مرتبط بالتكامل )١(‏ » ومفيد أيضاً ' 
يقال له قيمة كوشى الأساسية عسلة لومتعمهمم رطعنون للتكامل )١(‏ ويعرف بالمعادلة 
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0 5 ]مام 
مه وال ل سر >4 مار ل 


بشرط تحقق وجود النهاية فى الطرف الأيمن . 
إذا كان التكامل )١(‏ تقاربيا » فإن قيمة التكامل التى نحصل عليها تكون هى نفسها 
قيمة كوشى الأساسية للتكامل . من ناحية أخرى » فإذا كانت + - («ار مثلا » فإننا نجد 
أن قيمة كوشى الأساسية للتكامل )١(‏ تساوى صفراً » بينا لا يكون هذا التكامل تقاربيا 
حسب تعريف (؟) . ولكن إذا افترضنا أن ؟ دالة زوجية ( أى أن 0)/- («-)/ 
لكل عدد حقيقى » ) , فإننا نجد أنه إذا تحقق وجود قيمة كوشى الأساسية للتكامل )١(‏ 
فإن التكامل )١(‏ يكون تقاربيا . وذلك لأنه فى هذه الحالة يكون 
1 8 0 
بع هال[ وحعه وال[ حعة والي_ل 
وتحقق وجود النباية فى الصيغة (؟) يؤدى إلى تحقق وجود كل من النهايتين فى الصيغة 
9). 
افرض الآن أن الدالة المكاملة ()6 فى التكامل )١(‏ يمكن كتابتها على الصورة 
)وم - ير حيث هرم كثيرق حدود حقيقية ليس بينهما عوامل مشتركة 
وأن (0)» ليست ها أى أصفار حقيقية . إذا كانت درجة (©)» أكبر من درجة (0)م على 
الأقل بدر جتين فإن التكامل يكون تقاربيا . ويمكننا فى كثير من الأحوال حساب القيمة 
التى يقترب منبا هذا التكامل بسهولة وذلك بإيجاد قيمة كوشى الأساسية له مستخدمين 
فى ذلك نظرية البواق. 
و لتوضيح الطريقة » دعنا نوجد قيمة التكامل التقاربى 


25 22-1 1 22-1 0 
4 برك + لايع 4+ 5 


لحتحظ أن التكامل فى الطرف الأيمن يمثل تكاملا للدالة 
2223-1 2223-1 


(4 +22( +22) 4 تيمر - (2) 


على امتداد المحور الحقيقى . وهذه الدالة لا أقطاب بسيطة عند النقطنح+ - م , /2+2 
وهى تحليلية فيما عدا ذلك . 

عندما 22م » فإن النقط الشاذة للدالة ؛ فى نصف المستوى العلوى تنتمى 
١!‏ لى داخلية المنطقة النصف دائرية المحدودة بالقطعة المستقيمة0 > بر,8 > ؛« > # -على حور 
السينات والنصف العلوى م6 من الدائرة م-إء| ( شكل (0د) 


البواق والأقطاب يف 


شكل(١٠ة)‏ 
بمكاملة الدالة 6 فى اتماه ضد عقرب الساعة حول حدود هذه المنطقة النصف دائرية فإننا 


عد أن 
22 (رظ + ر8)نع2 - جل (2)ل ]+ 4 ار ا 
2 م8- 


حيث هو باق الدالة # عند النقطة :دج » ره هو باق الدالة 6 عند النقطة رج - ع . من 
العلاقة (4) بند )7١(‏ نعلم أن 


م (عاترة - م) سناع يه 


1 
- - )2 - ع) مستا ره 
4 اودع 


و بالتالى فإن المعادلة (د) يمكن كتابتها على الصورة 


3 7 25 م 
' 4 ال 1 د - 4 وال 
وهذه المعادلة الاخيرة صحيحة لجميع قم 8 أكبر من اثنين . 


سيك الآن أن قيمة التكامل فى الطرف الايمن من المعادلة (5) تقترب من الصفر 
عندما تؤُول 8 إلى مه . لتحقيق ذلك . لاحظ أن 
١()|2| - 4‏ - *|ء|) < |4 + ة2|] + 22 | د رج + نمز + | 
إذن . عندما تكون » نقطة من نقاط ي0)» 
.4 - 82)ن) - 82)ح إ4ب تيد ب فم 
0 لكا نقط عقيل : 
0 لحكل نقشصه من نقط يراه 
.1+ *28 - + :|2|2 > |1 - 2223| 
وبالتالى فإن :1 
1 +2823 2222-1 
2 1-1 
“بونج :| ديا 


حيث #8 طون القوس م2 . بهذا تتضح النباية المطلوبة » أى أن 


0ع جار ا ذا 


قدا 


نا المتغيرات المركبة وتطبيقات 


وبالتانى فإنه هنتج من المعادلة (5) أن 


7 22-1 #0 
ا سم 1 
2 يلسا 
9 7 ا[ ثخير 2‏ *» 
:2 ع2 هجتي 58 
255 4+ بر ب ثري و 


وحيث أن هذا التكامل يكون فى الحقيقة تقاربيا فإننا نصل إلى النتيجة 


لض ا م 


[١ 22-1 71‏ 
0 
«ا/ا - التكاملات المعتلة المشتملة على دوال مثلثية 


كسوناعسد! عماأعسصسميره1 ومتحلمحها ملمموعاما ععممعمسا 


نظرية الباق قد تكون مفيدة أيضاً فى حساب التكاملات المعتلة التقاربية التى على أى 


من الصورتين 


3 3 ١ 
| و‎ 1 00 


حيث )و ه («)م كثيرى حدود حقيقية .(«)و ليسم ى شا أصفار ر حقيقيةالطريقة التى 
استخدمت ف البند السابق لا يمكن استخدامها مباشرة هنا وذلك حيث أن كلا من 
|2 وم | واج هنو| تزداد مثل و ه«ملوأء موذلك عندما تؤول م إلى م ( بند (1))54ء 
زا فاننا نللاحظ أن التكاملين ١١‏ المران الحقيقم والتخيز للتكاما 
ومع هذا فإننا نلاحض لتكاملين )١(‏ هما الجزان الحقيقى والتخيلى للتكامل 


برق عنم (تنام ا[ 
()9»- 


وان مقياس #أم يساوو ىق د-م. لاحظ ان »6 محدودة فى نصف المستوى العلوى 5 
لترضيح التعديل. الذى اجريناه على الطريقة السابقة » دعنا نبين الان ان 
١ 605 « 71 0)‏ 

ع جه تكد 

9 1+ )ىد 

زا اات> 1ك قم كه 
هذا التخامل هو اجزء الحقيقى للتكامل 
92 


3 3 
1 حر 


الذى يمنا بدوره تكامل الدالة 


على احور الحقيقى . 


١‏ لقطب 50 50 افات و ع وت 
الدالة 6 تخليلية فما عدا عندا :+ دج من درجه 8-2 . القصب 2-1 ينتمى 


البواق والأقطاب و 


إلى داخلية المنطقة النصف دائرية التى حدودها القطعة المستقيمة 0-ير وج > + ك م8#- 
على انحور الحقيقى والنصف العلوى ين من الدائرة م - إء| . حيث 1 <ه . بمكاملة 
الدالة ؛ فى تجاه ضد عقرب الساعة حول حدود هذه المنطقة نجد أن 


على 
١‏ اهنج - 
0,2 042 تر ةج ٍ هنع عد حول > 
حيث (8 باق # عند القطب -ه . لحساب هذا الباق » اكتب 


- (هالثز - 2) - (2)و 


جع 
و بالتالى فإن صيغة (؟) بند )7٠١(‏ تعطى 
05 او - (ن)ا د ره 


لنبين أن التكامل الثانى فى (*) يقترب من الصفر عندما تؤول 8 إلى © . فإننا 
نلاحظ أنه عندما تنتمى 2 إلى بي فإن 


1 ,12- 2 2 
1 (- تم د ترج نمز 


8 5-6 عام 
زرك اسن 2 
وذلك حيث ان 
كماع ثم 


عندما 0 ح بور. 

من هذه المتباينة ومعادلتئ (؟) » (4) ينتج أن 

6 5 عي 4 
0 ريج لل عار 
أى أن » 


١ ”  عمود#‎ 2 

ا 

وذلك بمساواة الجحرئين الحقيقيين فى طرف المعادلة (ه). 
إذن » قيمة كوشى الاساسية للتكامل (١؟)‏ موجودة وتساوى مزج . بالإضافة إلى 
ذلك » فإنه يمكننا استنتاج أن التكامل (؟) يؤول إلى القيمة م/# وذلك لأن الدالة 


المكاملة فى (5؟) دالة زوجية . 9 | 
م 


11 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


تمارين 
تحقق من صحة قم التكاملات المعطاة وذلك باستخدام البواق: 
ك- لا ً! ا ها أنه نضا |[ 
2 1+تير ىق 0 و 5 
”7 دك تعر 7# 
5 6 1/40 قي 1 0 5ج 0 
كه يرك ير 1 3 7 بدك تير 1 
ا 42 تو 0 6 1س ول 
7 ين 009 *" 5 
بو 6 0 1 3 حيتنا 2<20ه 
ينه ومن " 3 
5 «»-ع(قه + 1) وين - *4 وروي كي : حيث 0,268<0<ه 
دم اوم 7 لت 5 5 
4 زد م و يي ص11 ميد احم 
٠‏ - ملو 2 - بسلدات ١‏ ل حيث ‏ 0<ه 
أوجد قيمة كوشى الأساسية لكل من التكاملات التقاربية التالية : 
- إلا [١‏ 
242 ول 
حك د [١‏ 
3-5 20 +20 )1 2م و الإجابة : وره- 
دك تير 1 
0 رع 2 
)ود ٍ دك د دزو عد 7 
(4 + 1)2 + 2ج 
م- عه د وزو " 1 
--02 الإجابة: 2 هذه (0/)- 
1 دك ع« وم 59 1 
00-7 حيث 0<ة 


قمر 


البواق والأقطاب ا 


١7‏ - استخدم البواق والكفاف المبين بشكل (01) للتحقق من صحة قيمة التكامل 
1 
لودو لاشيم 


4 - التكاملات المحددة للدوال المثلنية 

كسمتاعده! عتساعسمسمعتآ1' ذه كلدموعام1 عاتملقع1 

استخدام البواق مفيد أيضاً فى حساب تكاملات محددة معينة من النوع 
00 (0 همه ,0 هاما 
0 

وحقيقة أن 6 تتغير من صفر إلى 2# يجعل من الممكن اعتبار 68 سعة ما لنقظة 2 
تنتمى لدائرة الوحدة © التى مركزها نقطة الأصل » وبالتالى فإننا نكتب ‏ “ام-2 
ميث +056>2 عند استخدام هذا التعريض والمعادلات المصاحبة 


2( 42 مر 1 


كياج 


و © 48 ف-3 0وم 20 - 60 ملو 
يؤول التكامل )١(‏ إلى التكامل الكفاق 
زضة عل الج بع الدع 
) 2 2 1 


لدالة للمتغير 2 حول الدائرة © موجهة فى الاتجاه الموجب . وبالطبع فالتكامل )١(‏ 

صورة بارامترية للتكامل (7) وذلك حسب الصيغة (؟) بند (4 4) . عندما تكون الدالة 

المكاملة فى التكامل )1١(‏ دالة قياسية للمتغير 2 فإنه يمكننا حساب هذا التكامل باستخدام 

نظرية الباق حال تحديدنا أصفار كثيرة الحدود فى المقام شريطة أن لا ينتمى أى منها 

للدائرة © . 

لتوضيح ذلك » دعنا نثبت أن 
2 

افق 1 >4م>1-) 1 ا[ 

هذه العلاقة صحيحة بالطبع عندما 6-0 ء. ولذلك سنستبعد هذه الحالة من 

البرهان . باستخدام التعويضلت (؟7) » يؤول التكامل المعطى إلى 


زفق كيد 
42 - ورم/زج 22 ل[ 


حيث » هو الدائرة 1 إء| مع الاتجاه الدورانى الموجب . آصفار مقام الدالة 
المكاملة ههى 
: 2 - -1- 12 _ 5 

افده كسس دي وتاك #سلخك) د 


4 2 


4" المتغيرات المركبة وتطبيقات 


وبالتالى فإنه يمكن التعبير عن الدالة المكاملة على أنها الدالة 


2/2 5 
5 م 41 
لاحظ أن كك 
5 2 إل ار 
> 30 > ايها 


وذلك حيث أن 1 > »>1-.. كذلك » حيث أن 1 - بتر » ينتج أن 1 > || . و بالتالى 
لا توجد نقط شاذة للدالة المكاملة تنتمى للدائرة © . والنقطة الشاذة الوحيدة التى 
تنتمى لداخلية الدائرة © هى القطب البسيط 2 . باق الدالة المكاملة المناظر لهذا القطب 
هو 
لكا 2 
2 الية 21-22 


ع )لزه -ع) سنا 8 
وبالتالى فإن 

250 م2 

_- 1 -:28 42-3 2:2-1) + تج ا[ ,1 


ومنها نحصل على قيمة التكامل (4) ! هو مطلوب . 
ها - التكامل حو ل نقطة تفر اع اسلو اعمدي8 ع لسامية ممتتموعنها 


كتو ضيح أخير لاستخدام نظرية الباق فى حساب التكاملات الحقيقية سنعتير الآن 
مثالا يتضمن نقط تفرع وفروع قاطعة . 

افرض أن *-» » حيْث 0 < ب 19> م > 0ءترمز للقيمة الأساسية للدالة الأسية 
بالنسبة للأس المذكور , أى أن *<+ هو العدد الحقيقى الموجب (هم1 »-) م65 .سنقوم 
الآذ بحساب التكامل | قيقى المعتل 
00( (1 >هم>06) 0 ار 
وهذا التكامل ذو أهمية خاصة فى دراسةدالة جاما!'' «ضاعمه2 سمه . يتحقق وجود 
هذا التكامل عندما ! > م > 0 وذلك حيث أن الدالة المكاملة تتصرف مثل »-د بالقرب 
من 0-> ومثل :-»-بر عندما تؤول « إلىامه. 
لحساب التكامل )١(‏ نعتبر التكاملين الخطيين 


6 


)١( انظر على سيل الخال ص 4 من كناب ليبيديف 18+89 المذكور فى ملحق‎ )١( 


البواق والأقطاب 54 


حيث 1 
3 2 
.> ممم > ة- ,9 <اءا) - (ر 
57 7 2 
(2> ممم > وه <اءا) حت رم 


وحيث د©,و© هما الكفافان المغلقان البسيطان الموضحان فى شكل (55) . فى هذا 
الشكل م > 1>م الزاوية ه! مختارة بحيث » > و > 2/2 . 
لاحظ أن الدالة ,6 تحليلية عند جميع نقط الكفاف © وداخليته و بالتالى فإن 
فق عه 0 ل 
بالاضافة إلى ذلك فإن الدالة د تحليلية لجميع نقط الكفاف 02 وداخليته فيما عدا عند 
القطب البسيط 1- :2 الذى ينتمئ إلى داخلية © . من تعريفف الدالة ج62 
[(2 ععة : + || عمل)ه-] من د “ع 
حيث ست 2 >5 وباق ج؟ عند القطب 1 اج هو 
.(71-) ونه > “2 صنلا ع (2)كرز! + ع) صلا 
ادمع 1-مع 


إذن 

,2 .(ذجه-) وت 25 ع ع (2): [ 

وحيث أن (6:/- ©)ير على الشعاع مت هبه يكون من الصحيح أن 
ك3 000 1 0 1 عه ادك ] +عة الل[ 


24 +عة هال ] +عة هادي ]ل جعة ماك ل + 


حيث ه85 القوس الدائرى الأكبر » 34 القوس الدائرى الأصغر من الكفاف المغلق 
البسيط ي© » حيث 1,2- 4 ,..الموضح فى شكل (815) . 


شكل (؟*) 


لف المتغيرات المركبة وتطبيقات 


وعندما تنتمى < إلى (1,2-) 12 فإن 


به 7 
ا حك | - ادامرا 
وحيث إن القوس ,1 0 التى محيطها ‏ +2 فإن 
ا ك عه مير 17 
إذن 
(5). 12 - 44 0 - عه (اير | سنا 
1" مدع 
وعندما تنتمى2 إلى :7 (1,2- ©) فإن 
مو اماد 
حكر د | حجر | - انرا 
وبالتالى فإن 
3 حك ينه (امر 1 أ 
و 
فك دع 0 ع (ير ] سنا 
ع« 0عهم 


من معادلة (5) والنتائج السابق الحصول عليها فى المعادلتين(0) » (5) وكذلك 
المعادلتين (؟) » (7) ينتج أن 


.(71ه - ) مجه 21 - («ه ير و - يدك در 8 ( 


ب 8ع جم عتمتو # ععمد هم بيج و[ - ع (باول ل[ - جع (جر لي 


لومعم لع ا 1 لل 31 


1+ 
فإننا نمحصل على 
(271 -) صرءك 21 108 أ »# 5 
'(7«م2-)وعهة - 1 7 17+< مدصميم 
0م 
أى أن 
2- 00 
1 >ه>0) الشركة 1 7 7لالتت 1 
4 هله 1+« ٠‏ 


البواق والأقطاب لف 


تمارين 
استخد م البواق للتحقق من قم التكاملات المعطاة : 
١ 3‏ 0 00 2 : 5 126 يا 
0 3 #مصو4 +5 ول" 2 6 وي 1 أ 
٠‏ 27 4 3 4 
يا 6068م +1 ا ٠‏ حيث 1>م2>-1- 
فيةا 7 0 30 وم ٌ' 
8 5-428 
01 0 20 ومه 2 1 
ليق شك امسشت| ٠‏ حيث 4>1م>1- 
72 20 3 
فيه لي 7 ٠حيث‏ 1<ه 
2ش 7 
رك > ب - ( 0 مواق 0 لاحيث 2000 1دم 


٠7‏ استنتج الصيغة التكاملية 


وه 0 
(6<0) (62-) وير حب ح برك (0د26) وده (2-) يرع ا 
6 
وذلك بمكاملة الدالة (22-)0» حول حد المستطيل الموضح فى شكل (87) ثم إجعاٍ 


ه تؤول إلى مه . استخد م حقيقة أن 
ع 5 . 
2 ح برك (2عر ‏ ) ويه 0 


0 


رِ 
2 
يدعم اا م 
شكل (07) : شكل (4ه) 

48- تحقق من صحة الصيغ المعطاة 

3-8 مآ » 5 

0 ل امفضنه ا 3 رب 5 عير +08 

2+1د ه 4 ب 5 


اقتراح : يمكن |استخدام الكفاف المغلق البسيط الموضح بشكل (4 8) مع نتائج تمارينى 
زكى 4ع بدالا 


4 - دالة بيتا ممنءأن؟ 3)ع2 هى دالة المتغيرين الحقيقيين : 


1 
.(0< ,0 <م) [السا ‏ الل ] - (ومه 
كف 


نف المتغيرات المركبة وتطبيقات 


00 التعريض (1 + »)/1 بم واستخدام النتائج التى حصلنا عليها فى بند (ه/ا) 
ابت أن 


.1 > م> 0) -رم- 1بم)8 
جمررلة 
٠‏ - بمعاونة الكفافات الموضحة فى شكل (87) استنبط الصيغ التكاملية التالية : 
3-8 له 0 3 
ل"( هر ا م حيث («عمة 4 -) ويم ع ادير 


1-6 » إيدء 2< 
رس ا م [ ) حيث .دعم م) مي ع *ر ,3 > مع 1- 


رب 
١‏ - استنبط تمهيدية جورداك وتصصرع.ط و'سولممل : 


2 خ/ظ 
(0<م) > ول سمدم ا[ 


اقتراح : لاحظ أولا أن +20 < 8 مزه عندما 2ج >8 0 وذلك من منحنى دالة 
الجيب . بعد ذلك اكتب (280/7-) ديه ك (0 مز 2 -) وين 
١‏ - تكاملات فريسئل واهمع»اه1 اعموعع؟ : 


دك ح بيك (2ين) مأو 1 ح يرك (22) ومن 1 


تلعب دور هاما فى نظرية الحيود ( أو الانكسار ) 7022 «مناعهم/21 . باعتبار آن 


الله ع برك (غير-) ل 
2 0 


أوجد قيمة تكاملات فريسئل بمكاملة الدالة !(22)) مجه حول حد القطاع بعر >0 6 
4 > 056 ثم اجعل + تؤول أإلى «ه . استخدم تمهيدية جوردان ( تمرين )١١(‏ ) 
لإثبات أن قيمة التكامل على طول القرس الدائرى #-م » 050>/4 تؤول 
للصفر عنذما يؤول © إلى مه 

١٠‏ - نفرض أن النقطة دبج على محور السينات قطب بسيط لدالة ما ؛ وأن .8 باق 
؛ عند هذا القطب . نفرض أن النصف العلوى من الدائرة ‏ م-إء | 
شكل 8ه ) موجها ضد عقرب الساعة » حيث م صغيرة صغاً كافيا بدرجة 
ل ل ا . لاحظ أن 

(م >امء- ع| > 6ن + سنك - مار 


حيث ع دالة تحليلية 3 تمحليلية , وبالتالى متصلة » لجميع نقط الجوار أ« ع ج| » البت أن 
50 <عه هار صا 
5 0م 


البواق والأقطاب 0 


شكل روه) 


حول الكفاف المغلق البسيط © الموضح بشكل (84) ثم اجعل 8 
م يؤول إلى الصفر . استخدم تمهيدية جوردان ( تمرين )١١(‏ ) 
مل على طول نصف الدائرة 6:0 > 76 5 0 5 0 تقترب من الصفر 


7 عد وزو »© 
اديه ا 
2 


ود © 
اقتراجح :ا لاحظ أ (*2ام - 1) مه ع عر مررزو 2 وكامل الدالة ديردم 1) 
حول الكفاف المرضح بشكل (84) 
5 - تكامل الدالة 1 


يه لي 0ل 


على فئرة تحتوى ذ ة الأصل لا يتحقق وجوده . اثبت أن القيمة الأساسية لتكامل هذه 
الدالة عل, طول أممحور السينات بأكمله » أى 
عه ضار جعه هر أ -عه ضار ]لدم 


حيث 0<م |. لا وجود.اوجد هده القيمة باستخدام الكفاف الموضح بشكل 
(84) والنتيجة السابق الحصول عليها فى تمرين )١(‏ . 
الإجابة : 2/5 


(1) انظر كتاب ار لقى.تشرشل القطععناط© ./8.9 المعنون 
''مصءلطوعط عسلة؟ زمقلصسقظ لمة ععتعد ععتسيره]'* 
الطبعة الثانية ص 88 - 85 ١‏ 9517( , 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دع طمعطا_ مهكد هات /ردا تداعل رعمهع بأطعمو/ روما 


الراسم الحافظ للزاوية الموجهة 


عسأممة381 لمسمكدمن0) 


فى هذا الباب سنقدم مفهوم الراسم الحافظ للزاوية الموجهة ثم نستنبط بعض النتائج 
المتعلقة بسلوك الدوال التى تكون توافقية فى داخلية منطقة ما وقابلة للاشتقاق على حد 
هذه المنطقة تحت تغيير للمتغيرات يتعين بمثل هذه الرواسم . وفى الباب التالى سنعطى 
بعض التطبيقات هذه ٠‏ عايج : 
ا - خواص أساسية وعنامعموءط عنوو8 

دعنا نفحص التغيرات الناتجة فى اتجاهات المنحنيات المارة بنقطة م2 تحت تأثير 
التحويلة )؛ -م عندما تكون الدالة 6 تحليلية عند 20 و ##0و(مم)ثر. 

نفرض أن © قوس أملس مار بالنقطة م2 . إذا كان يرن + »د - 200 ,رط > ؛ > هء 
تمفيلا بارامتريا للقوس © فإن : [0)ت]ر- )+ ,ن ك ؛ ك م » يكون تمثيلا بارامتريا للقوس1 
صورة © بالتحويلة 6 - « . تبعا لقاعدة السلسلة المعطاة فى تمرين () بند (1437) 
نعلم. أن 
دق )ع “رح )م 


إذد » عندما يقع القوس © فى نطاق يحوى النقطة م2 وتكون فيه الدالة م تحليلية 
و 0غو2)ي/ فإن الصورة 3٠‏ للقوس © تكون أيضاً قوسا أملسا . وعلاوة على ذلك » 
فإننا نحصل من المعادلة )١(‏ على العلاقة 

00 :)2 همه + [(0)ج]“رومة - () ته 


مف المتغيرات المركبة وتطبيقات 


زاوية ميل خط موجه مماس للقوس © عند النقطة (20 > 20 , ( > ,؛ > ه » هى أى 

قيمة 00 من قمم (,,)2 عه( بند (48) ) . إذا كانت مل أحدى قم (20)/روءة فإن المقدار 
م0 + ولاح مو 

يكون قيمة من قبم (7"00 78ح وذلك تبعا للمعادلة (؟) و بالتالى تكون هذه القيمة هى 
زاوية ميل الخط الموجه المماس للقوس' -ز عند النقطة (مم)ر- ,و( شكل (57) ) .إذن » 
عندما تكون دالة ‏ تحليلية عند نقطة ما 20 و 0عوزيسم فإن الخط الموجه 
المماس لقوس أملس © عند و2 يدور بزاوية مقدارها 
فش (20)"روقة > ولا 
تحت تأثير التحويلة (2)ثر- م. 

افرض أن ©,1© قوسان أملسان ماران بالنقطة من وأن 82 و ,6 هما زاويتا ميل 
المستقيمين الموجهين المماسين للقوسين 2©,© على الترتيب عند و2 . جما ذكر أعلاه ينتج 
7 6 + ملا ع يه 0 + ملا يو 
هما زاويتا ميى المستقيمين الموجهين المماسين للصور 1 , :1 للقوسين0 و,© على الترتيب 
عند النقطة (,م)/ر- ود إذن» ,6 - يق - يه - وف » أى أن الزاوية يي يم من بر إلى 

ا نفس مقدار واتجاه الزاوية ,6 - ,0 من 01 إلى .0 .هاتان الزاويتان يرمز هما 
بالرمز ب» فى شكل (07) . 

يقال لراسم يحفظ مقدار واتجاه الزاوية بين أى قوسين أملسين مارين بنقطة معينة أنه 
راسم حافظ للراوية الموجهة عماممةه: اوصسمرمقهه0© عند هذه النقطة . ما سبق استنباطه 
يمكن صياغته فى النظرية التالية . 

نظرية : عند كل نقطة 2 تكون عندها ؛ تحليلية وبحيث 0عو(ج)”/ يكون الراسم 
(5مر- م حافظا للزوايا الموجهة . 


الراسم الحافظ للزارية الموجهة 1 


فيما يلى عندما نقول راسم حافظ للزوايا الموجهة أو تحويلة حافظة للزوايا الموجهة 
فإننا سنعنى الرسم بدالة تحليلية معرفة على نطاق لا تنعدم مشتقة الدالة عند أى من 

يقال للراسم الذى يحفظ مقدار الزاوية وليس بالضرورة اتجاهها أنه راسم حافظ 
للزوايا اهدمعه:1 . التحويلة 2-« انعكاس بالنسبة للمحور الحقيقى وهى تحويلة 
حافظة للزوايا ولكنها ليمست حافظة للزوايا الموجهة . وإذا أتبعت هذه التحويلة بتحويلة 
حافظة للزوايا الموجهة فإن التحويلة الناتجة (2)ر- ١‏ تكون أيضاً حافظة للزوايا 
ولكن ليست حافظة للزوايا الموجهة . 

افرض أن ؟ ليست دالة ثابتة وتحليلية عند نقطة ماىخ . إذا كانت 0- (20)”/ فإن م2 
يقال ها نقطة حرجة غسنمط لدعنافرن للدالة 6 . فمثلا النقطة 2-0 نقطة حرجة للتحويلة 

2ج ع بر 

هذه التحويلة ترسم الشعاع م-م الذى رأسه النقطة ه-+ فوق الشعاع 2 - في 
الذى رأسه النقطة م -« . من هذا نرى أن مقدار الزاوية بين أى شعاعين رأساهما النقطة 
الحرجة 2-60 يتضاعف تحت تأثير هذه التحويلة . 

وبصفة عامة . يمكن تبيان أنه إذا كانت م2 نقطة حرجة للتحويلة (2)/ - ٠١‏ فإنه يوجد 
عدد صحيح موجب م بحيث يكون مقدار صورة الزاوية بين قوسين أملسين مارين 
بالنقطة م2 بالتحويلة (2) رد ور يساوى « من المرات مقدار الزاوية بين القوسين . 
العدد الصحيح 2« أصغر عدد صحيح موجب بحيث 0 عو (مج)0”م . وسنترك تفاصيل إثبات 
ذلك كتارين للقارىء . 


الا - خواص إضافية وأمغلة وءامممفئة! 200 كعتارعممعم عطاامكر 


إذا كانت صورتا منحنيين براسم حافظ للزوايا الموجهة متعامدتين فإن هذين 

المنحنيين لابد وأن يكونا متعامدين . وعلى سبيل الخصوص .ء إذا كانت التحويلة 
(مزة + م) رح نز لديو 

حافظة للزوايا الموجهة عند نقطة (مبرىح) وإذا كانت (مئزة + مرح ون + م فإن 
المنحنيات المستوية م»- (ز«)ه » من > (بز,«)ن ترسم إلى الخطوط المستقيمة المتعامدة 
م > * .و > و على الترتيب . وبالتالى لابد وأن تكون هذه المنحنيات المستوية متعامدة 
قارن تمرين )١9(‏ بند (30) ) . 

خاصية أخرى لتحويلة (م)ر- مد حافظة للزوايا الموجهة عند نقطة 2 يمكن الحصول 


1و المتغيرات المركبة وتطبيقات 


لجعي ألة مقناتى ويه رق الاسير ب بن سريت الماك شام ول 0 
للتهايات. :نعل هقالح فكلا ون - |زمج)”/| 


م2 -2| مودعم 

من هذا يتضح أن الطول إود “| للقطعة لستقيمة الصغيرة التى إحدى نقطتى نبايتهها 20 
يزيد أو ينقص تقريبا بالمعامل << |(1|/")20 تحت تاثير التحويلة ):-« وذلك لآأن 
|(0)/- (2)/| هو طول القطعة المستقيمة المناظرة: فى المستوى المركب «. 
بالإضافة إلى ذلك فإن صورة منطقة صغيرة فى جوار ما للنقطة مد يكون ا تقريبا نفس 
شكل المنطقة الأصلية . كل من زاوية الدوران .ون المعطاة بالمعادلة (*) بند (95) 
والمعامل القياسى |(مت)”/| لتحويلة حافظة للزوايا الموجهة يتغير عموما من نقطة لأخزى 
و بالتالى فإن منطقة كبيرة قد ترسم إلى منطقة لا تحمل أى نوع من التشابه مع المنطقة 
الأاصلية . 

التحويلة (2) -س الحافظة للزوايا الموجهة عند نقطة ىج لها معكوس محل »جما له.1 
هناك . أى أنه إذاكانت (م1)2 -ى" فإنه يوجد نطاقين مستطيلين 5ب» مراكزهما عند وا#ارو2 
على الترتيب بحيث تناظر كل نقطة 8# © + نقطة وحيدة 261 تحقق (4)2 - ع . التحويلة 
العكسية » التى يرمز لها بالرمز («)ع -بم تحليلية عند ن” ومشتقتها هناك تعطى بالصيغة 
)01( صرح - (00) و 

تحقق وجود مثل هذه الدالة العكسية ينتج مباشة من نتيجة فى حساب التفاضل 
والتكامل للمتغيرات الحقيقية0". وستذكر هنا هذه النتيجة ونترك تفصيلات تطبيقاتها 

للهارين . إفرض أن الدالتين 

(١‏ (نررنا)ه - 0ه ,(طزرء)ل ح ها 
متصلتين فى جوار ما لنقطة (ىلا,ى»)ف المستوى و« وأن لهما مشتقات جزئية أولى متصلة 
عند جميع نقط هذا الجوار . هاتين الدالتين تمثلان تحويلة إلى المستوى 7 ونفرض بالإضافة 
إلى ذلك أن جاكوبى التحويلة : 


(نز,ن)رة(نز ,)بن - (نز ,)رن (نز,26)يرفة ح- رقع افعض 


ري (رم | - (لمتاك 


لاينعدم عند (مدرم) . وبالتالى إذا كان (مبز,م») > مله و (مرم»)ن - مم فإنه يوجد 
نطاقان مستطيلان 8,5 مركزيهما (درم:») , (مره) على الترتيب بحيث تناظر كل 
نقطة 5 8 (2,) نقطة وحيدة8 ه(ر) بحيث (نز»)ه - ,او (بررج)ن - م . وهذا يمكننا 
من تعريف الدوال العكسية 


)١(‏ انظر على سبيل المثال كتاب كلالناء[09) 0ععمو409 تأليف سدم 1١1.1.‏ ,10رة1 .4.1 الطبعة 
الغانية ص 3ه" - هلا الاوا. 


الراسم الحافظ للزاوية الموجهة ذا 


فيه (0رلةايز > بن ,(0,لة)ءا ص عر 
على و. هذه الدوال متصلة م مشتقات جرية أولى متصلة 0 الشروط 
1 605 7 3 ا بير - (ارلاكية 


)يلا 2 000 72 - > (0بلة)يلر 


حيث النقط («,),(«,ه) مرتبطة بالمعادلات )١(‏ 2 (3) . 

لاحظ أنه بالرغم من أن التحويلة الحافظة للزوايا الموجهة أحادية فى جوار ما لكل نقطة 
من نقاط نطاق تعريفها إلا أنها لا تكون بالضرورة أحادية فى نطاق التعريف بأكمله . 
كمثال على ذلك الدالة 22 - م« الحافظة للزوايا الموجهة فى النطاق 2 >|2| >1 والتى 
لا تكون أحادية فى هذا النطاق . 

لاحظ ان كل من الدوالالبسيطة التى درسناها فى الباب الرابع تحليلية فى نطاق ما . 
وبالتالى فإن التحويلات المعرفة ببذه الدوال تكون -حافظة للزوايا الموجهة عند كل نقطة 
تكون عندها الدالة تحليلية وليمست نقطة حرجة (بند (5/) ) . وكمثال توضيحى » 
التحويلة 

و2 + تيرب هر د 2ج ح بير 
حافظة للزوايا عند النقطة 1+1 -2 حيث يتقاطع المستقيمان 1 -: ,» - و. الخط المستقيم 
»- و :يرسم إلى الشعاع 0< ,0 -»: ويرسم الخط المستقيم 8-1 إلى المنحنى الذى يمثل 
بارامتريا بالمعادللات 
برودهم ‏ ا إتر- 1ع»م 

هذا المنحنن الأخير هو القطع المكافء ‏ (1-/)4- -2ن ر(شكل (له) ) . 
إذا اعتبر اتجاه تزايد بو على أنه الاتجاه الموجب لكلا المستقيمين فى المستوى المركب * فإن 
مقياس الزاوية الموجهة من الخط المستقم «-« إلى الخط المستقم 1-» يساوى 4/*. 
عندما 2<0 فإِنْ تزايد و على امتداد الخط المستقم «-9 يستتبعه تزايد ؛ على امتداد 
الخط المستقم ه-داء وذلك لأن تبره -ه وبالتالى يكون الاتجاه الموجب لصورة 
المستقم *«-« إلى أعلى عندما 0<بر . وههذا صحيح أيْضاً بالنسبة للقطع المكاقء » 
كا يتضح من المعادلة البارامترية الثانية بر2 - ه . من هذا يمكننا استنباط أن مقياس الزاوية 
الموجهة هن صورة المستقم - إلى صورة المستقم 1 -< عند النقطة 2 - م( هذه 
النقطة هى صورة النقطة ف+2-1) يساوى 75/4 5 هو مطلوب . 

لاحظ أن زاوية دوران التحويلة 2ج دور عند النقطة +1-ج هى إخدى قم 


اين المتغيرات المركبة وتطبيقات 


.((ذ+ 20] همه ءأو 2/4 . المعامل القيابى عند هذه النقطة يساوى 7/2ن2 . 


0 3 
5/4 
27 4/* 
م +1 
2*4 


شكل ردمه) 
تمارين 
١‏ - عين زاوية الدوران عند النقطة 2+7 -: بالتحويلة *2-2 . وضح بانيا زاوية 
الدوران لمنحنى خاص . اثبت أن المعامل القياسى هذه التحويلة عند النقطة المعطاة يساوى 
2305 


- عين زاوية الدوران بالتحويلة 2 ع ور 


(أ) عند النقطة 2-1 (ب) عند النقطة مع 
الأجوبة و م (ب) صقر 


: البت أن صور المستقيمين 1-» درو 0حير بالتحويلة 1/2 -« هى الدائرة 


0-ه-ةو+ة والخطالمستقم ١-0‏ على الترتيب.ارسم هذه المنحنيات وعين الاتجاهات 
المتناظرة عليها وتحقق من أن هذه التحويلة تكون حافظة للزوايا الموجهة عند النقطة 1 -2, 
إثبت أن زاوية الدوران عند النقطة الغير صفرية ,6:) مه ممع م2 بالعحويلة ."2 حدسء 
حيث ” عدد صحيح موجب . تساوى 1(80 -7) :. عين المعامل القياسى لهذه التحويلة 
عند النقطة المعطاة . 

الإجابة : ١-"مجمر‏ 

البت أن التحويلة مه - حافظة للزوايا الموجهة عند جميع النقط فى المستوى 
مركب . لاحظ أن صور القطع المستقيمة الموجهة البينة بشكلى (/) » (8) ملحق (7) 


. تحقق هذا‎ ٠ 


اثبت أن التحويلة2 5ذىب#«حافظة للزوايا الموجهة عند جميع النقط عدا 20-1(0/2) -2 
٠‏ حيث .....2+ ,1د ,0ب #الاحظ أن صور القطع المستقيمة الموجهة البينة بالأشكال 
)١١(٠)٠١(: )5(‏ ملحق (5؟) تحقق هذا . 

افرض أن )/-« تحويلة حافظة للزوايا الموجهة عند 20. اكتب 
«م)م ‏ تش «رج)»ه-2)/ واستخدم نتائج حساب التفاضل والتكامل للمتغيرات 


الراسم الحافظ للزاوية الموجهة دف 


الحقيقية المذكورة فى بند (7/7) لإثبات أن الدالة #يكون لها معكوس محل ع عند م2 وتحليل 
عند 20)ر ٠.‏ 
إقتراح : عبر أولا عن التحويلة (2)ر-” بدلالة معادلتى (5؟) بند (لالا) 
لتبيان أن الجاكوبى لاينعدم عند (,«.م) ١‏ إستخدم معادلتى كوشى - ريمان لإثبات أن 
قيمته عند النقطة م2 تساوى 1720| . بعد ذلك عرف م بدلالة معادلتى (”) بند 
(/ا/) واستخدم الشروط (4) لإثبات أن المشتقات الجزئية الأولى لهاتين الدالتين تحقق 
معادلتى كوشى - ريمان عند النقطة (0ترم») . 
8 - إثبت أنه إذا كانت(00)ث > 2المعكوسة امحلية للتحويلة(2)/ - «الحافظة للزوايا الموجهة عند 
النقطة ن2 ١‏ فإن 1 
صمي - (.00 9 
حيث(20)/-«الاحظ أن وجود(ه)'ويتحقق من تمرين (/) وأن الصيغة المعطاة أعلاه تبين 
ان بم تكون فى الواقع حافظة للزوايا الموجهة عند م». 
إقتراح : اكتب 2 -[(2]/)2 ثم طبق قاعدة السلسلة لإيجاد مشتقات الدوال المحصلة . 
8 - أوجد المعكوسة المحلية للتحويلة 2 مده - م عند النقطة (أ) ,0-,2 (ب) :20 -مءثم حقق 
صيغة )١(‏ بند (11) لتفاضل المعكوسة الحلية التى حصلنا عليها فى تمرين (8) . 
الاجوبة : (أ) «همة (ب) م2 +م ه10 ٠‏ 

٠‏ - افرض أن م2 نقطة حرجة للدالة ؛ وأن «» أصغر عدد صحيح موجب بحيث 
0م (,:”'ر. افرض أن *1 هى صورة القوس الأملس © بالتحويلة (2)-» | هو 
موضح بشكل (85) . إثبت أن زاويتى الميل تحققان الآن العلاقة 

[(20)”ر] ونه + و0 ح موي 
ومن ثم إثبت أنه إذا كانت » ترمز للزاوية بين القوسين الأملسين 1,02© | هو موضح 
بشكل (/8) فإن الزاوية المناظرة بين الصورتين 0 )6 هى #سم-8. 
إقتراح : من مفكوك تايلور للدالة ؛ عند م2 نحصل على العلاقة 
5-5 5 
ا سات 


ثم نستخدم حقيقة أن زاوية ميل القوس © عند ى2 وزاوية ميل صورته '1 عند 20)/ 
هما نهايتى'(,ج -ج) همد ,[(وج)/ر- (ج)م] جد على الترتيب عندما تقترب #من ى2 على 
اهتداد القوس © 5 


هعة + 200 - 2) هقة « ع [(وع)ر - (2) ر] قنة 


78 - المرافقات التوافقية وعادعسزمدم0 علدمسعدكر 


لاحظنا فى بند )5١(‏ أنه إذا كانت 
(زوم)هة + (بزرمت)ي - (2)ر 


يفف 5 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


دالة تحليلية فى نطاق ما 8 » فإن الدالة الحقيقية («ر,)م تكون المرافق التوافقى للدالة 
الحقيقية (ز,»)» .أى أن » الدالتين (ز»«)در(ز,»)»توافقيتان فى 8 و تحقق مشتقاتهما الجزئية 
الأولى معادلتى كوشى - ريمان 
)0 (نزرد)ية - - (ركد)رة ‏ ,(ل[مت)رة ح (لزوئد)يرلا 
عند جميع نقط 0. 
سنبين الآن أنه إذا كانت (د»ه دالة توافقية معطاة معرفة على نطاق بسيط الترابط 
« » فإنه يوجد دائما مرافق توافقى لا . لإثبات ذلك » سنعتبر أولا التكامل الخطى 
0 ين ا 
(ولاءه»<) 
حيث مسار التكامل أى كفاف يقع فى ١‏ ويصل النقطة الثابتة (مز,م) 2 بنقطة 
متغيرة «إ,) . سنستخدم ),م كمتغيرات التكامل وذلك للتمييز بينهما وبين 
المتغيرات التى تظهر فى الحد الأعلى للتكامل . الصيغة المقترحة للتكامل (؟) تولدت من 
حقيقة أنه إذا كانت « مرافقة توافقية للدالة » فإن 
لك برلا + 4ك رلا - ح «زك رونا + +4 يرن ح راك 
وحيث أن هن توافقية على 1 فإنها تحقق معادلة لابلاس : 
0 - (لزردكرولة + (لل,)بيولة 
التى ينتج منها أن المشتقة الجزئية للدالة (ز)يه- بالنسبة للمتغير نو تساوى المشتقة 
الجزئية للدالة «ر»)يه بالنسبة للمتغير » . أى أن الدالة المكاملة فى التكامل (؟) 
تفاضل تام”'؟ من هذا يتضح أن التكامل (؟) لا يعتمد على المسار المختار و بالتالى يعرف 
دالة حقيقية 
22 
فى المتغيرين «و,* ( الحد الأعلى للتكامل ) . 
بقى الآن أن نثبت أن (رك)ه مرافق توافقى للدالة «(زب0»ه . من صيغ 
التفاضل للتكاملات المخنطية ذات حد أعلى متغير للتكامل » بحساب التفاضل والتكامل 
للمتغيرات الحقيقية » نحصل على 
25 («د)يلة - (نز, ءاره ,(لاود)رفة - ع (ن[وعة)يرن 
المعادلتان (4) هما معادلتا كوشى - ريمان .)١(‏ وحيث أن المشتقات الجزئية الأولى 


الارتد). 
ث 


41 (ل رس )رلة د أ ((1ر) رلا 1 ا[ > (بر وداه 


)١(‏ لمزيد من التفاصيل عن التفاضلات التامة التى استخدمت هنا انظر على سبيل المثال كتاب 
كالدعلة0© لععموجل4 تأليف مسواة .1.الارمواوه70 .5خ , الطبعة الثانية ص 4548 - 
تك 7 مفديل 


الراسم الحافظ للزاوية الموجهة يفف 


للدالة (ذ,»)ه متصلة فيتضح من (4) أن المشتقات الجرئية الأؤلى للدالة (د,)؛ متصلة 
أيضاً ٠.‏ و بالتالى فإث (تررج)سة + (نزود)لة تكون دالة تحليلية فى النطاق 2 ( بند )١7/(‏ ) وهذا 
بدوره يثبت أن ه مرافق تواققى للدالة نا . 

الدالة 2 المعرفة بالصيغة (8) ليست بالطبع هى المرافق التوافقى الوحيد للدالة « . 
وذلك لأن الدالة »+ (,»)م , حيث » ثابت اختيارى حقيقى » مرافق توافقى أيضاً 
للدالة ٠»‏ . 

لتوضيح ماذكر اعلاه » اعتبر الدالةدرهد - (ز,*)»التوافقية على المستوى 9« بأكمله . من 
المعادلة (7) » الدالة رين 

22,0) 

مرافق توافقى للدالة «,<)ن . يمكن إيجاد قيمة هذا التكامل بالتجربة » كا يمكن 
كذلك إيجاد قيمته بمكاملته أولا على امتداد المسار الأفقى من نقطة الأصل إلى النقطة 
(ه.*) ثم مكاملته بعد ذلك على امتداد المسار الرأبى من (0,*) إلى النقطة (9,»*).. وعموما 
لك سك تر + ترج - (نزرج)ن 
والدالة التحليلية المناظرة هى ‏ , 

1 2 > زر _- تم - دم - إل 

4 - تحويلات الدوال التو أفقية كمون)ءمه! عأممسمدة! أن وده هسمه تكمد 

تعتبر مسألة إيجاد دالة توافقية فى نطاق معين وتحقق خواصا محددة على حد هذا 
النطاق من المسائل الأساسية فى الرياضيات التطبيقية . إذا كانت قم الدالة محددة على خد 
النطاق فإن المسألة تعرف بمسألة شروط حدية من النوع الأول أو مسألة دريشلت 
معاطمرم :علراءترز« . وإذا كانت قم مشتقة الدالة فى الاتجاه العمودى محددة على حد 
النطاق فإن المسألة تعرف بمسألة شروط حدية من النوع الثانى أو مسألة نويمان 
معاطودم مممصيولز . تعديلات فى هذه الأنواع من الشروط الحدية أو مرج منها قد 
تظهر كذلك . 

كل دالة تحليلية تمدنا بزوج من الدوال التوافقية . فعلى سبيل المثال » حيث أن الدالة 

*ز- شاملة فإن مركبتيها . 


(3١‏ + ومه 7 6- ح (بر,) ١.‏ م جلة 3ج ح (نز,)11 
تكونان توافقيتان عند جميع النقط . الدالة 33 تحقق الشروط:: 
00 0 - (لا6مر را + (32)مرال 


زه ,0 > (ط,)8 ,0 - (ج,28)0 


نلف المتغيرات المركبة وتطبيقات 


5 0 ع ,)21 م , هذة - (287)0 
وعليه فهى تشكل مسألة دريشلت للشريحة 0 < بر,» > م > 0.بالطبع » نفس الدالة تحقق 
شروطا حدية أخرى لنفس النطاق ولنطاقات أخرى . فعلى سبيل المثال » مشتقتها فى 
الاتجاه العمودى ((,2/,)6 
تنعدم على الخنط المستقم 2 2ع 
أحياناً يبمكن اكتشاف حل مسألة معطاة وذلك بالتعرف على كونها الجزء الحقيقى أو 
التخيل لدالة تحليلية . ولكن نجاح هذا الأسلوب يعتمد على بساطة المسألة كا يتوقف 
كذلك على إلمامنا بالأجزاء الحقيقية والتخيلية لقدر كبير من الدوال التحليلية . سنعطى 
الآن إضافة هامة تساعد على حل مثل هذه المسائل . 
نظرية : افرض أن الدالة التحليلية 
(مرود)دة + (تروع)ه - (عار 
ترسم نطاق ,داف المستوى المركب ‏ فوق نطاق «اف المستوى المركب « . إذا كانت 
(,70 دالة توافقية معرفة على ب » فإن الدالة 
[(36,10)ن ,(نز,مد)/] ١‏ ع (نزر )قل 
تكون توافقية فى .,2 
البرهان الذى سنقدمه للنظرية المعطاة سيكون للحالة التى يكون فيها النطاق يم 
بسيط الترابط » وهذه فى الواقع هى الحالة التى تقابلنا غالبا فى التطبيقات . تذكر أن » 
وذلك حسب البند السابق » كل دالة توافقية (,)# معطاة يناظرها مرافق 
توافقى- (م,)ى . إذن الدالة (د,»)وة + (ه,ه) > (س)2 تكون توافقية فى النطاق ب,«. 
حيث أن الدالة ()8 تحليلية فى النطاق يه » فإن الدالة المركبة [(2)/]©» تكون أيضاً 
تحليلية فى النطاق ,دو بالتالى فإن الجزء الحقيقى [(,6:)ه,(ر.0»]/ هذه الدالة المركبة يكون 
دالة توافقية فى النطاق ٠.2,‏ 
ويجب أن ننوه إلى أن برهان النظرية المعطاة فى الحالة العامة التى لا يكون فيها النطاق 
< بالضرورة بسيط الترابط يمكن كتابته وذلك باستخدام قاعدة السلسلة للمشتقات 
الجرئية » وسنترك التفاصيل للقارىء كتمرين . 
وكتوضيح للنظرية » الدالة # هزه" ء - ,)م توافقيةفى النطاق ,2 المكون 
من جميع نقط نصف المستوى العلوى 0<م. تحت تاثير التحويلة 
22 ع بر 
نجد أن ترب تبرت بووب2 - و بالاضافة إلى ذلك نجد أن النطاق ره فى المستوى المركب 2 
المكون من جميع نقط الربع الأول 0<بر,0 <ج من المستوى ترسم فوق النطاق 


الراسم الحافظ للزاوية الموجهة ينها 


بط . إذن الدالة 

تر - قير ريزو مله د (برور)قة 
تكون توافقية فى النطاق يم. 

كمثال توضيحى آخر » دعنا نعتبر الدالة « - (و,»)م التوافقية على الشريحة 
و > 5 > 7/2 - 
ولاحظ أن التحويلة #همة - «ترسم نصف المستوى الأيمن 0<ير فوق تلك الشريحة 
بكتابة 
2 قامية )1 + تبر + قبر. عمرآ - 2 عم[ 

حيث 2/2 > / ماءية > 7/2 2 فإننا نجد أن الدالة 


مقافتة ح (رر)1ة 
تكون توافقية فى نصف المستوى 0<مر. 


١م‏ - تحويلات الشروط الحدية وممناتلمهن) رمولسسوظ أو دممنامسعه لمم 

أن يكون لدالة ما أو لمشتقتها فى الاتجاه العمودى قيما معينة على امتداد حد نطاق 
معين تكون فيه الدالة توافقية تمثل الشروط الحدية الأكثر شيوعا » وذلك رغم أنها ليست 
الأنواع الحامة الوحيدة من الشروط الحدية . سنيين فى هذا البند أن أنواعا معينة من هذه 
الشروط لا تتغير بالتغير الناثىء للمتغيرات عن تحويلات حافظة للزوايا الموجهة . فى 
الباب التالى سنقوم باستخدام نتائج هذا البند للحصول على خلول لمسائل الشروط 
الحدية . الأسلوب الذى سيستخدم ف الباب التالى هو تحويل أى مسالة شروط حدية 
معطاة فى المستوى «* إلى مسألة أبسط فى المستوى ««ا ثم استخدام نظريات هذا البند 
والبند السابق لكتابة حل المسألة الأصلية بدلالة الحل الذى حصلنا عليه فى المسألة 


المبسطة . 
افرض أن 
)20 (زومانة + (بروع)ه - (#ل 
دالة توافقية ترسم قوس » فى المستوى الم ركب * فوق قوس 1 فى المستوى المركب «اء 


وافرض أن (,:)م دالة ما معرفة على 1 . اكتب 
[(1كد)ة ,(نزمءد)يتاءا ح (بررود)قز 
وافرض أن ه أى عدد حقيقى . من الواضح أنه إذا كانت » - (,)م على 1. فإن 
»- (رو) على 0. 
بالإضافة إلى ذلك افرض أن 40 تحويلة حافظة للزوايا الموجهة على © وأن (2,)/ 


افف المتغيرات المركبة وتطبيقات 


فابلة للاشتقاق على '1.إذا انعدمت المشتقة 4#//كه »ء للدالة (من)م فى الاتجاه 
العمودى , على امتداد '1 فإن مشتقة الدالة (و,»18 فى الاتجاه العمودى تنعدم عل 
امتداد 0 . لاثبات ذلك نذكر القارىء بما درسه فى حساب التفاضل والتكامل 
للمتغيرات الحقيقية من أن متجه ميل )مونهون الدالة (و,ن)ه تكون فى اتجاهه المشتقة 
الاتجاهية لمدالة ٠‏ أكبر ما يمكن''" . ويمكن التعبير عن هذا المتجه بدلالة مشتقتى الدالة 8 
بالنسية للمتغيرين لا على الصورة 
١‏ (قرلة)ر لآ + (صرنن)ي!! + (صرم)م 0هقع 

قيمة (0.نا)ا 20ج هى القيمة العظمى للمشتقة الاتجاهية » ومركبة (ا,نا)ط لويع فى أى 
انهاه هى قيمة المشتقة الاتجاهية للدالة ها فى هذا الاتجاه . من المعلوم كذلك أن متجه ميل 
الدالة (4015 عند نقطة ما عمودى على المنحنى المستوى © > (قرنا المار 


بتلك النقطة . 
6 
(سرمام 0ق 
مر 


> (سمام 


شكل (وه) 


اعتبر الآن أى نقطة على احيك أن عند تلك النقطة هى م ركبة متجه 
ميل الدالة 28 عند النقطة المناكورة فى اتجاه عمودى على 3 وحيث أن 
,0- 44/40 فإنه ينتج أن متجه الميل لابد وأن يكون مماسا للمنحنى 7 ( شكل 
(55) ) . ولكن متجه الميل عمودى على المنحنى المستوى 3 1022 المار بتلك 
النقطة . وبالتالى لابد وأن يكون 1 عموديا على هذا المنحنى المستوى . حيث أن 
(102-» تحويلة حافظة للزوايا الموجهة عند نقطة تقاطع © مع »- (18),3 فلابد وأن 
يتعامد المنحنيان . وبالتالى فإِن مركبة متجه ميل الدالة (5,*)ةة فى اتجاه عمودى على 
المنحنى © تنعدم . أى أن مشتقة الدالة (د,)14 فى اتجاه العمود تنعدم عند كل نقطة من 
نقط © , 


فيما ذكرنا أعلاه نلاحظ أننا افترضنا أن0 عن (مر»): ددرو إذا كان 0- زم لمع 


)١(‏ لمزيه من المعلومات عن خواص متجهات اليل المستخدمة هنا انظر » على سبيل المثال ,» كتاب 
الدع اق لععمو ىل تأليف 0مو11 .1. ا ,123101" .كا.ش , الطبعة الثانية ‏ ص 948 -لمو؟ك, 
فدينل 


الراسم الحافظ للزاوية الموجهة يفا 
فينتج من تمرين 68 ل بهذا البند أن مددر.») 11 لومع » و بالتالى فإن «7/4ه والمشتقة 
المناظرة للدالة 54 فى اتجاه العمود تنعدمان . 
سنلخص فيما يلى هذه النتائج ونضعها فى صورة تجعل من الممكن الاستفادة منها فيما 
بلى فى التطبيقات . 
نظرية : افرض أن 
(جروو)نة + (بروع) - (7)2 
دالة تحليلية ترسم قوس] 0 ف المستوى المركب 2 فوق قوس 7 . ف المستوى المركب 
» . افرض كذلك أن (: حافظة للزوايا الموجهة على © وأن(:)#دالة قابلة للاشتقاق 
على 7 إذا حققت الدالة ‏ #00 أى من الشرطين 
4 


ىم أو مالك 
00 3 0 دبج 


على طول 7 » فإن الدالة 
[(17,د)ن ,(مزد)م]ء! - (تزوج)ة2 

تحقق الشرط الناظر على طول © . 

أى شرط حدى ‏ مختلف عن النوعين الواردين فى النظرية يمكن تحويله إلى شرط يختلف 
جوهريا عن الشرط الأصلى . فى أى حالة يمكن الحصول على شروط حدية جديدة 
للمسألة انحولة وذلك بتحويلات خاصة . ومن المفيد أن نلاحظ أنه تحت تأثير تحويلة 
حافظة للزوايا الموجهة تكون النسبة بين المشتقة الموجهة للدالة 14 على امتداد 0 فى 
المستوى المركب + والمشتقة الموجهة للدالة 8 على امتداد الصورة 5 عند النقطة المناظرة 
فى المستوى المركب « تساوى (2)”/| ٠‏ عادة هذه النسبة لا تكون ثابتة على امتداد 
قوس معطى . ( انظر تمرينى (5) » (5) من هذا البند ) . 


تمارين 

. استخدم صيغة (") بند (1/8) لإيجاد مرافق توافقى للدالة التوافقية #رور3 - تمر > (رربر»»‎ - ١ 
. #2 عبر عن الدالة التحليلية الناتجة بدلالة المتغير المركب‎ 

؟ - افرض أن (9,*)ن دالة توافقية في نطاق بسيط الترابط (1 . اثبت أن المشتقات الجزئية من 
جميع الرتب للدالة نا تكون متصلة عند جميع نقط 2 . 

* - صورة القطعة المستقيمة + كرك 0,0-» بالتحويلة م سر هى نصف الدائرة 
0 - د ,1 ةن + 42 .كذلك ١‏ الدالة 


2 
تس سين - 2 ع (نارم اط 
م 1 7 


توافقية . وبالتالى قابلة للاشتقاق . جميع نقط المستوى المركب « عدا نقطة الأصل 


- 5 


الف المتغيرات المركبة وتطبيقات 


وقيمتها تساوى اثنين على نصف الدائرة . اكتب [(ز,ع)ن ,(,)»]/ > (نزري)م. حسب التغير 
المشار إليه للمتغيرات واثبت مباشرة أن 1-2 على امتداد القطعة المستقيمة . هذا يوضح 
النظرية المعطاة فى بند (460) 
صورة الجزئين الموجبين من محورى الاحداثيات ف المستوى المركب 2 مع نقطة الأصل 
بالتحويلة :سر هى محور الاحداثيات ن . اعتبر الدالة التوافقية 
5مه “6-7 ع (نرلة)1 
ولاحظ أن مشتقتها فى الاتجاه العمودى على امتداد محور الاحداثيات ها تنعدم » أى 
أن .0- (وس).م اثبت مباشرة أن مشتقة الدالة (11),5 فى الاتجاه العمودى . كر هو 
معرف ف النظرية ببند ٠١‏ , تنعدم على امتداد الأجزاء الموجبة من المحورين فى المستوى 
المركب 2 . لاحظ أن التحويلة 22د ليست حافظة للزوايا الموجهة عند نقطة 
الأصل . 
استخدم الدالة التوافقية 
و ومه *-ج ل نيه ح (0,ة)1 
بدلا من الدالة ,»م المعطاة بتمرين (4) لإثبات أن 2 - 8,0 بيغا به - (0,)رلة 
على امتداد الجزء الموجب من محور »يزه - (ر.0)./ على امتداد الجزء الموجب من محور لا . 
أى أن الشرط من النوع ٠‏ -»4/#هلا يحول بالضرورة إلى شرط من التوع ء - الله 
اثبت أنه إذا كانت دالة ما (13),3 حلا لمسألة نويمان ( بند (8/) ) . فإن 
,» + (ز,)8 » حيث » أى عدد حقيقى ثابت , تكون أيضاً حلا لتلك المسألة . 
افرض أن الدالة التوافقية(ز,)م: + (ز,»)ه - (2)/ ترسم نطاقا .2 ف المستوى المركب 2 
فوق نطاق ,2 ف المستوى المركب « . اثبت أنه إذا كانت 73,/)م/ دالة توافقية 
معرفة على .2 وكاك [(اك)ت, )مام - (رء)8 فإن 
! (2) / |[(0,م )مط + (نمنت /] ح (نز ويد )يرق + (نزرعد) م لل 
من هذا استستج أن الدالة (13)2,3 توافقية فى ..2 
افرض أن م دالة فى المتغيرين «,نا وتحقق معادلة بواسون 
(طارقة)© ع (صرل رج حل (قارل ةيوج 
فى نطاق .2 هن المستوى المركب #« . حيث © دالة معطاة . ائبت أنه إذا 
كانت (ر,ج)ة + (بر,ج)ه - (2)/ دالة تحليلية تر سم نطاقا ,2 فوق النطاق هم . فإن 
الدالة 
تحقق معادلة بواسون 
:2 |(2)”/ | [(ن ىتات( رد)مة] 0 - (ثز م رعررط سد (طز جد ريص 
انظر تمرين (7) ) . 


[(نز,د)ط, (زرمد)م ]م - (برعرمطر 


الراسم الحافظ للزاوية الموجهة هف 


9 - افرض أن (رر,ج)مة + (ر)ءه ‏ (2)م دالة تحليلية تعرف راسهما حافظا للزوايا الموجهة من نطاق 
فى المستوى المركب 2 فوق نطاق .2 ف المستوى المركب ”# . افرض أن (0,0)/ 
دالة توافقية معرفة على ,. واكتب -[(2)ت,(ل»)»ن]» - (د,»)#. .(أ)اثبت أنه تحت تأثير 
تغيير المتغيررات الموضح يككون .!(2)"/ | |(د,م)ة فدمع| > |«د,)8 هدمع (ب) لماذا تساوى 
الزاوية عند نقطة فى,2 بين قوس © والمتجه (<,<) 55 80م الزاوية عند النقطة المناظرة فى 
.2 بين الصورة 1 للقوس © والمتجه ,]8 ودع ؟ (ج) باستخدام نتائج الجزئين 
(أ)ء» (ب) اثبت أنه إذا كان »© يمثل مسافة على امتداد © وكان + يمثل مسافة على 
امتداد 1 فإن المشتقة الموجهة تحقق : 


مي 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دمع طقعحا_ممددهداته /رداتمضعل رعمهء بأاءمه/ عم خط 
0ع_لطلة355آ©))/ذالماع00/0.ع/الاعلة// :5م الا 


ماعطةطخ_صهككهط © /ذاتواع0/و؟ه.ع/الاعقة//:5ماطا 


إفص ل التاسع 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة 


دعتأمم11]2 لمتنمآدهن) 01 كدمنألوءزاممم4م 


سنقوم الآن باستخدام الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة لحل عدد من المسائل 
الفيزيائية التى تشتمل على معادلات لابلاسسن فى متغيرين مستقلين . وبالتحديد فإننا 
سنعالج مسائل تتعلق بالتوصيل الخرارى «وفءن4همء 4ه»81 » و جهد الكهرباء الساكنة 
لهنمعامم عناوادمم]ءها8 » وسريان سائل «10؟ نسار . حيث أن الهدف من هذه المسائل 
هو توضيح طرق الحل » فإننا سنتعرض لمسائل بسيطة قدر الإمكان . 


١م‏ - درجات الحرا ارة المستقرة وءس)معءمص1؟ ردو)ه 

فى نظرية التوصيل الحرارى يعرف الفيض الخرارى ٠29)‏ ؟ه سا5 خلال سطح مغلف 
لجسم مصمت عند نقطة على هذا السطح على أنه كمية الحرارة السارية فى اتجاه 
العمودى للسطح عند تلك النقطة فى وحدة الزمن لوحدة المساحة . أى أن الفيض 
الحرارى يكون مقيسا بوحدات مثل سعرات حرارية فى الثانية للسنتيمتر المربع . وسنرمز 
هنا للفيض بالرمز .© وهو يتناسب مع مشتقة درجة الحرارة 3 فى الاتجاه العمودى عند 


النقطة على السطح 6 
١‏ قي - 
دق (0<دع) لدع ده 
الثابت 8 يسمى التوصيل الخرارى وا استاعسلدم امعط لمادة الجسم المصمت الذى 
يفترض أنه متجانس . 


سنعين عند كل نقطة من نقط الجسم المصمت إحداثيات كارتيزية لفراغ ثلا 
البعد » وسنقصر اهتامنا على تلك الحالات التى تكون فيها درجة الحرارة دالة فى المتغيرين 
»رو فقط . حيث أن 7 لا تتغير مع تغير الإحداثيات على امتداد انحور العمودى على 


ضف المتغيرات المركبة وتطبيقات 


المستوى ود ء فإن الفيض الحرارى يكون فى هذه الحالة ثناق البعد وموازيا هذا 
المستوى . بالإضافة إلى ذلك6ستفترض أن السزيان يكون فى حالة استقرار بمعنى أن 7 
لا تتغير مع الزمن . 

سنفترض كذلك أنه لا توجد طاقة حرازية متولدة أو مفقودة خلال الجسم 
المصمت . أى أنه لا يوجد منابع أو مصارف للحرارة هناك . أيضاً » دالة الحرارة 
(.0 وجميع مشتقاتها الجزئية من الرتبتين الأولى والثانية تكون متصلة عند كل نقطة 
داخلية للجسم المصمت . هذا التقرير والصيغة )١(‏ للفيض الحرارى هما فرضان من 
فروض النظرية الرياضية للتوصيل الحرارى . وهذان الفرضان يمكن استخدامهما كذلك 
عند كل نقطة داخل جسم مصمت يحوى توزيع متصل للمنابع والمصارف . 

اعتبر الآن عنصرا داخليا للجسم المصمت . هذا العنصر يكون على شكل متوازى 
مستطيلات قاعدته مستطيل فى المستوى و« طولا ضلعيه بحك و لك وطول حرفه 
فى اتجاه العمودى للمستوى وم« يساوى الوحدة ( شكل )150١(‏ ) . المعدل الزمنى 
لسريان الحرارة فى اتجاه امين من خلال الوجه الأيسر يساوى ‏ برد (رع)7- » وى 
اتجاه المين من تخلال الوجه الأيمن يساوى بره (زجدة + 70 . بطرح معدل 
السريان الأول من الثانى نحصل على معدل فقدان الحرارة من العنصر خلال هذين 
الوجهين . هذا المعدل المحصل يمكن كتابته 


: (ط,ة)1 - (نررعدة + )1 
١‏ وعد [الكفة ريع شطات], 
رف رذ حذ (زعد)ي 11 - 


إذا كانت بحك متناهية فى الصغر . جميع الكميات هنا بالطبع تقريبية وتزداد دقة 
التقريب كلما زادت يخثة وابزث صغرا. 

بإتباع نفس الاسلوب نجد أن محصلة معدل فقدان الحرارة خلال الوجهين العلوى 
والسفلى للعنصر تعطى بالصيغة 


زه لط عت (ل ,3ر11 - 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة م 


الحرارة تسرى إلى داخل أو إلى خارج ج العنصر من خلال هذه الأوجه الأربعة فقطاء 
ودرجات الحرارة فى العنصر نفسه 3 مستقرة . إذن مجموع التعبيرين (؟) » (7) 
يساوى صفر , أى أن 

5( ح (زركت)ررة + (لز0)مر1 


من هذا نرى أن دالة الحرارة تحقق معادلة لابلاس عند كل نقطة داخلية من نقط الجسم 
المصمت . 


بالنظر إلى معادلة (4) وحقيقة اتصال دالة الحرارة ومشتقاتها الجزئية » نستنتج أن 7 
تكون دالة توافقية فى المتغيرين «,م فى النطاق الممثل لداخلية الجسم المصمت . 

السطوح »- (2),3 » حيث » أى ثايت حقيقى » هى متساويات درجة الحرارة ( أو 
سطوح تساوى الحرارة ) ومم»ه)ون1 ( بمغنى أن لكل ثابت »«تكون درجة الحرارة على 
السطح ٠‏ -(1),3 متساوية عندكل نقطة من نقطة )للجسم المصمت بمكن كذلك النظر 
إلى متساويات درجة الحرارة هذه على أنها منحنيات فى المستوى و« ؛ وذلك حيث أن 
(5,) يمكن النظر إليها على أنها درجة الحرارة لصفيحة رقيقة من المادة فى هذا المستوى 
حيث أوجه الصفيحة معزولة حراريا . متساويات درجة الحرارة هى نفسها المنحنيات 
المستوية للدالة 15 . 


متجه ميل الدالة 1 يكون عموديا على متساوى درجة الحرارة عند كل نقطة من 
نقطه » والفيض الحرارى الأعظم عند نقطة ما يكون فى اتجاه متجه الميل عند تلك 
النقطة . إذا كانت (1)8,3 ترمز لدرجات الحرارة فى صفيحة رقيقة وكانت 8 مرافق 
توافقى للدالة 1 » فإن متجه ميل الدالة 15 يكون متجه مماس للمنحنى »- (8),3 عند كل 
نقطة تكون عندها الدالة (و,»)ؤ: + (د,)7 حافظة للزوايا الموجهة . المنحنيات »- (8),3 
تسمى خطوط الفيض ( أو خطوط السرياك ) +0؟ ,ه وعمنم 

إذا انعدمت مشتقة درجة الحرارة فى الاتجاه العمودى :47/4 على امتداد أى جزء من 
حدود الصفيحة » فإن الفيض الحرارى خلال هذا الجزء يساوى صفر . أى أن هذا 
الجزء يكون معزولاً حراريا وبالتالى يكون خخطا من خطوط الفيض . 

الدالة 8 قد ترمز أيضاً لتركيز مادة تنتشر خلال جسم مصمت . فى هذه الحالة 
تعرف 32 بثابت الانتشار اميد االر و سد رو كرو ار 
الانتشار المستقر . 


ين المتغيرات المركبة وتطبيقات 


١م‏ - درجات الحرارة المستقرة فى نصف المستوى 
ا لاك 
دعنا نوجد صيغة لدرجات الحرارة المستقرة (7),3 فى شريحة رقيقة نصف 
لامبائية 0<بر وجهيبا معزولين وحافتها م-و تحفظ عند درجة الحرارة صفر فيما عدا 
الجزء 0ح بر ,ا > ع« > 1 -الذى تحفظ درجة حرارته عند درجة الحرارة واحد (شكل(11) 
الدالة (د.»)1 تكون محدودة » وهذا الشرط طبيعى إذا ما اعتبرنا الصفيحة المعطاة على أنها 
الحالة النبائية للصفيحة مرك برك 0 التى تحفظ حافتها العليا عند درجة حرارة ثابتة 
عندما تزداد مو . وف الحقيقة فإنه يكون من المقبول فيزيائيا أن نشترط أن تقترب 
(د.1)2 من الصفر عندما تقترب نو من مالانهاية . 


شكل(١5)‏ 
مسألة الشروط الحدية المطلوب حلها يمكن صياغتها على النحو التالى : 
2000 ,(0 < بررمه > ع« > مه -) .0 - (يزند)ررة + (طر)ى1 
١‏ و1 > || و )د 
5 :1 <اع| دو | - 70 


أيضاً » 76 > |(ر»)7] حيث 88 ثابت ما موجب . 

وهذه هى مسألة دريشلت للنصف العلوى من المستوى و« . أسلوينا فى الحل هو 
الحصول على مسألة جديدة من مسائل دريشلت لنطقة فى المستوى «س . هذه المنطقة 
ستكون صورة نصف المستوى بتحويلة تحليلية فى النطاق 0<ير والتى تكون حافظة 
للزوايا الموجهة على امتداد الحد 0 -و فيما عدا عند النقطتين ‏ (421,0) حيث تكون 
الدالة غير معرفة . وسيكون أمرا بسيطا أن نكتشف دالة توافقية محدودة تحقق المسألة 
الجديدة . بعد ذلك سنستخدم نظريتى الباب السابق لتحويل حل المسألة فى المستوى الا 
إلى حل للمسألة الأصلية فى المستوى و« . وبالتحديد » سيتم تحويل دالة توافقية فى 
المتغيرين «.ن إلى دالة توافقية فى المتغيرين «,» » كا أن الشروط الحدية فى المستوى «م 
ستحفظ على أجزاء مناظرة من الحدود فى المستوى «« . ولا يجب أن يكون هناك أى 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة ليق 


لبس إذا ما استخدمنا نفس الرمز 7 ليرمز لدالتى درجة الحرارة النختلفتين فى المستويين 
دعنا نكتب (10) هع ” ع 1 - مو (,0) مه رح 1 + ع »)حيث ‏ 32/2 > ,0 > 2/2- 


و4-1,2 التحويلة 


ضف )6 1+ عم لت 5 


32 
فد > ي8 - ,0 > تَِ ,0 > م6 


معرفة على النصف العلوى 0<ثر من المستوى ». فيما عدا عند النقطتين 1+ -ج » 
وذلك حيث أن * > ,4 - ,4 > 0فىهذه المنطقة ( شكل (71) ). الآن قيمة اللوغاريتم فى 
(") تكون القيمة الأساسية عندماخ ك ,0 - ,8 ك 0؛و نلاحظ من شكل )١5(‏ بملحق (؟) 
أن النصف العلوى 0 <بر من المستوى يرسم فوقا' الشريحة # > >0 ف المستوى 
مركب « . وبكل تأكيد » فإن هذا الشكل هو الذى أوحى إلينا اختيار التحويلة (7) 
هنا القطعة المستقيمة من محور السينات التى نقطتا نهايتيها 1--2 ,1 -ه#حيث + - ,0-0 
ترسم فوق الحافة العليا من الشريحة . أما بقية محور السينات »حيث ©6-,0- ,20 
لز راح لجل من رايع أن الشروط المطلوبة بأن تكون التحويلة تحلولية 
وحافظة للزوايا الموجهة تكون متحققة بالنسبة للتحويلة (*) . 

من الواضح أن دالة المتخيرين «,ه التوافقية وامحدودة والتى تساوى صفر عند جميع 
نقط الحافة م -؟ من الشريحة وتساوى الوحدة عند جميع نقط الحافة > حدم هى : 
5( 0 
هذه الدالة توافقية وذلك حيث أنها الجزء التخيل من الدالة الشاملة */ . بالتحويل 
إلى الاحداثيات «,و باستخدام. المعادلة 


1- 
)25 0 لجدّوه + الح 


68 ع عير 

فإننا نجد أن 

ترج >1 +ع) برذ + 1 ل ين 
(صتتمي) «مديه - : 
2 0 


ومدى معكوس دالة الظل هنا من صفر إلى # مد 
4 - ,0 1 


برهم + 1 - ترب تبر + 1-يعر 
0 37 8 ح ا ) له " 


2 


لحف المتغيرات اللركبة وتطبيقات 

و +4 ,ن - ,8 > 0 .الصيغة (4) تأخذ الآن الصورة 
20 .5 ك + سفاعمة 5 0) (لطكبي) معدية ل -1 

حيث أن الدالة (4) توافقية فى الشريحة م#> م >0 وحيث أن التحويلة (؟) 
تحليلية فى نصف المستوى 0<برء فإنه يمكننا تطبيق النظرية ببند (79) لاستنباط ,أن 
الدالة (7) توافقية فى نصف المستوى هذا . الشروط الحدية لكلتا الدالتين التوافقيين 
واحدة على الأجزاء المتناظرة من الحدود وذلك لأنهم من النوع 7-6 الذى سبق معالجته 
فى النظرية ببند )86١(‏ . وبالتالى فإن الدالة المحدودة (5) هى الحل المطلوب للمسالة 
الأصلية . ويمكننا بالطبع أن نتحقق مباشرة من أن الدالة (1) تحقق معادلة لابلاس وأن 
ها قيم تؤول إلى تلك القبم المشار إليها بشكل )5١(‏ عندما تقترب النقطة («,*) من حور 
السينات من اعلى . 

متساويات درجة الحرارة ‏ (0>6>1) - (بز<:)26 هى الدوائر 


يي حت او 
التى تقع مراكزها على محور الصادات والمار” بالتقطتين (1,0غ+) 


أخيرا 3 يجب أن نتلاحظ أنه حيث أن ناتج ضرب دالة توافقية فى مقدار ثابت يكون 
أيضاً دالة توافقية » فإن الدالة 


2 10 
5 ك5 ؛ سواعية ك5 0) (مكّم) مقاعقة 8 1 


تمثل درجات الحرارة المستقرة فى نصف المستوى المعطى عند إبدال الشرط الندى أن 
درجة الحرارة تساوى الوحدة على امتداد الحافة 0 > ,1 > * > 1- بالشرط الحدى أن 


درجة الحرارة على امتداد نفس الحافة تكون ثابتة وتساوى 70 . 


#الم - مسألة ذات صلة بالمسألة السابقة ممعاطوءط لعنواء2 م 


اعتبر بلاطة نصف لا نبائية ئية فى الفراغ الثلاثى البعد محدودة بالمستويات : 
2 -جع و 0 - بر.حفظ السطحين الأوليين عند درجة حرارة ضفر وحفظ. السطح 
الأخير عند درجة حرارة 1 . هدفنا هو إيجاد صيغة لدرجة الحرارة (7),5 عند أى نقطة 
داخلية من نقط البلاطة . المسألة هى أيضاً إيجاد درجات الحرارة فى صفيحة رقيقة على 
صورة شريحة نصف لا نهائية 0< بر ,5/2 > + ك 2/- بإفتراض أن وجهى الصفيحة 
معزولان تماماً ( شكل (57) ) 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة ضف 


مسألة الشروط الحدية المطلوب حلها هنا هى 


000 (0<ررقّ» > ٍ 0 > (نزوعت)رر1 + (لت)ى1 
إف4 لي "| -١‏ (ديًا” - دو -)” 
1 >> -) 1200-1 


حيث (1)8,3 محدودة . 


شكل(57) 
بالنظر إلى بند (75) » وكذا شكل (1) بملحق (5) , الراسم 
5( 2 ملو ع بور 
يحول مسألة الشروط الحدية أعلاه إلى مسألة الشروط الحدية التى صيغت ف البند السابق 
( شكل )1١(‏ ) . إذن بالرجوع إلى الحل (5) بالبند السابق » يمكننا أن نكتب 
زف 


.(5 ك ؛ هواء2ة ك5 0) (وحكيم) مقاعية ! 1-2 ل 
1 كن سكير 0 


تغيير المتغيرات المعطى بالمعادلة (4) يمكن كتابته 
وز طملة ع« و00 عد م لز طأوم0 د مأو ع ير 
وبذلك تصبح الدالة التوافقية (8) : 
عر طصاة << 05 2 


1 
. 9 - ]| ههاهة - د 1 
1 - بر قطمزو عر 2ومع + بر غطومك عد 5-6 #0 


ويجب ملاحظة أن المقام هنا يختزل إلى «2وم»-و2طهذو » وبالتالى فإنه يمكن كتابة الكسر 
على الصورة 
نر طملول< ومن 2 /رطصزة < وم 2 


1222 ع - 
“(ترطملو/< ومه) - 1 عر 2ومه - بر لطملو 


حيث «رطمزة/* ومه ح » مع ٠‏ إذن 2 »2 - 7+ » وصيغتنا للدالة 1 تصبح 


03 * 605 2 
5 .<> 8 :1 ع 1 
9يف6 > ؛ مقاعية > 0 3 نتم القاعقة ب 


اليف المتغيرات المركبة وتطييقات. 


مدى معكوس دالة الظل هنا من صفر إلى 2/2 وذلك حيث أن سعتها غير سالبة . 
الآننء حيث أن الدالة 2 هنو شاملة والدالة (0) توافقية فى نصف المستوى 
6<ه » فإن الدالة () تكون توافقية ف الشريحة6 < بر ,2/* > د > 2/-أيضاً» الدالة 
(ه) تحقق الشروط الابتدائية 7-1 عندما 1 > إء|[او + 0-هم . 7-0 عندما ! <|»| 
و 2-0 الدالة (5) تحقق إذن الشروط الحدية (؟) . (7) . بالإضافة إلى ذلك » 
فإن 1 > |(سرح)7| ا ا . الصيغة (5) إذن هى صيغة درجة 
الحرارة التى نبحث عنها . 


متساويات درجة الحرارة © ح (ز,ء)1 فى البلاطة هى السطوح 


26 
وير طصلة 5- ةا ع عر ومع 


التى يمر كل منا بالنقطتين (2/2,0+) فى المستوى بو« . إذا كان # التوصيل 
الحرارى » فإن الفيض الحرارى إلى داخل البلاطة من خلال السطح الواقع فى المستوى 


20م يكون 
1 7 26 
:(ة> »> -) سك - 7م - 
وأن الفيض الحرارى إلى خارج البلاطة من خلال السطح الواقع فالمستوى 8/2 - 
يكون 
2 7 
.(0 < 0 ترطملة 2 مجاه 


مسألة الشروط الحدية التى عرضنا لها فى هذا البند يمكن حلها أيضاً باستخدام طريقة 
0 . وطريقة فصل المتغيرات مباشرة أكثر » ولكنها تعطى الحل على صورة 


لا نهائية 0 


(1) نفس المسألة قد عوجت أساسا فى كتاب ر. أقفءتشرشل الأطءعناط0). 1.7 المعنون 
''كتءأطمعم عسلة/؟ ومولتسحوظ لسه معترع5 ععلويرن1* 
الطبعة الثانية » تمارين ”و 4 اص .ها ؤهؤ2 155 . كذلك . سيجد القارىء معاجة مختصرة 
لوحدانية حلول مسائل الشروط الحدية وذلك بالباب العاشر من هذا الكتاب . 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة اميق 


54 - درجات الحرارة فى ربع مستوى جزء من أحد حافتيه معزول حراريا 
لنكم] سمملسسهظ8 ع0 [ه ابوط تأت امم لعن مه دزأ وععناأمعمسع1 
دعنا نوجد درجات الحرارة المستقرة فى صفيحة رقيقة مكونة من ربع المستوى إذا 
كانت القطعة المستقيمة عند نهاية إحدى الحافتين معزولة حراريا وإذا كانت درجة حرارة 
بقية هذه الحافة محفوظة عند درجة حرارة ثابتة وإذا كانت الخحافة الثانية محفوظة عند 
درجة حرارة ثابتة أخرى . الأوجه معزولة وبالتالى فإن المسألة تكون ثنائية البعد . 
مقياس درجة الحرارة ووحدة الطول يمكن اختيارهما بحيث تأخذ مسألة الشروط 
الحدية لدالة درجة الحرارة 7 الصورة 


4 7 ,(0 < يز,0 < #) 0 ع (نزومد)ررة + (لزو )12 
68 1> >0 7 طللما 0 
1ظ<ي , طالما 1ع 708,0 
زفف ,(0 < بر 0 > (ر,7)0 
حيث الدالة (:,ع5 محدودة فى ربع المستوى المشار إليه . الصفيحة وشروطها الحدية 
مو ضحيرن بشكر زه © 


الشروط (؟) تشير إلى قيمة المشتقة للدالة 1 فى الاتجاهالعمودىعلى جزء من خط 
حدى وقيمة الدالة نفسها على بقية هذا الخط الحدى . طريقة فصل المتغيرات السابق 
ذكرها فى نباية البند السابق ليست ملائمة هذا النوع من المسائل الذى يحوى شروطا 
مختلفة النوع على امتداد نفس الخط الحدى . 

كا أشرنا بشكل )٠١(‏ بملحق (؟) » التحويلة 


زفق دصل > 2 , 


تكون راسما أحاديا من الشريحة 0 < «,5/2 5 ؛ > 0 فوق ربع المستوى 0<بر ,0< بم . 
لاحظ الآن أن تحقق وجود دالة عكسية لهذه الدالة يكون مؤكدا وذلك بالنظر إلى 
حقيقة أن التحويلة المعطاة تكون تناظرا أحاديا . حيث أن « «نو حافظة للزوايا الموجهة 
لجميع :نقط الشريحة فيما عذا .عند النقظة 2 - مدء فإن التحويلة العكسية لابد وأن 
تكون حافظة أيضاً للزوايا الموجهة لجميع نقط ربع المستوى فيما عدا عند النقطة 1-ج . 
هذه التحويلة العكسية ترسم القطعة المستقيمة 0 > بر,1 > عر > 0 من حدود ربع المستوى 
فوق قاعدة الشريحة وترسم بقية حدود ربع المستوى فوق جوانب الشريحة كا هو موضح 


بشكل (504) . 


80 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


شكل(74) 


حيث أن التحويلة العكسية (4) تكون حافظة للزوايا الموجهة فى ربع المستوى » فيما 
عدا عندما 2-1 » فإن الحل للمسألة المعطاة يمكن الحصول عليه بإيجاد دالة توافقية فى 
الشريحة تحقق الشروط الحدية المعطاة بشكل (14) . لاحظ أن هذه الشروط الحدية هى 
من النوع 1-8 و 0- ببه/417 

من الواضح أن دالة درجة الحرارة 7 المطلوبة لمسألة الشروط الحدية الجديدة هى 
)2( ل 

0 

حيث الدالة؛ 2# هى بالطبع الجزء الحقيقى للدالة الشاملة +/::2 . يجب علينا الآن 
التعبير عن 7 بدلالة المتغيرين ,لا . 

للحصول على 0« بدلالة «,.و» يجب أولا أن نلاحظ أن معادلة (4) تعطى 


3١‏ 8 طصلو نه 605 ع بر ,0 00511 نا قاذ ع عر 
و بالتالى 

2 2 
00 7 ا كك 0 للد 


نه 2و0 لا تلاو 
عند حل هذه المعادلة الأخيرة للحصول على ٠‏ يكون من المناسب أن نلاحظ أن - لكل 
قيمة ثابتة للمقدار س- بوْرقَ القطع الزائد (7) تقعان عند النقطتين (1.0+) 2 فى 
المستوى «* وأن طول احور القاطع يساوى « هنو 2 . وبذلك يكون الفرق بين بعدى 
البؤرتين عن نقطة (و,») من نقط جزء القطع الزائد الواقع فى الربع الأول من المستوى 


هو 
م ملو 2 قري 1(2 بلي - برط 172 ل عي 


بالنظر إلى معادلة (5) » تكون دالة درجة الحرارة المطلوبة فى المستوى و« هى 


24 [تبرع 12 عي - تبرج 12 +عال] تنه - 1 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة 4" 


خيث مدى دالة الجيب العكسية من صفر إلى 2/# وذلك لأن ‏ 0>:>/2 
إذا أردنا أن نتحقق من أن هذه الدالة تحقق الشروط الحدية (1) 2 فإنه يجب أن 
نتذكر أن. 6-1(2)/. يرمز للمقدار 1-م طلما 1< وللمقدار 1 طلا 
1 > »>0 > أى أن الجذور التربيعية دائماً موجبة . لاحظ أيضاً أن درجة الحرارة عند 
أى نقطة من نقط الجزء المعزول من الحافة السفلى للصفيحة هى 
ف متعوعة - د (1,0 0 
من معادلة (ه) يمكننا أن نرى أن متساويات درجة الحرارة »- (17),3 هى الأجزاء 
الواقعة فى الربع الأول من القطاعات الزائدة المتحدة البوّر (/) » حيث 02> -ه . 
حيث أن الدالة #/2 مرافق توافقى للدالة (ه) , فإن خطوط الفيض هى أرباع 
القطاعات الناقصة المتحدة البؤر التى نحصل عليها بجعل ١‏ ؟ ثابتة فى المعادللات (5) . 


تمارين 

١‏ - فى مسألة الصفيحة النصف لانهائية الموضحة على اليسار بشكل (51) , أوجد مرافق 
توافقى لدالة الحرارة (7),2 من معادلة (8) ببند (87) ومن ثم إوجد خطوط سريان 
الحرارة . بين أن هذه الخطوط تتكون من النصف العلؤى محور الصادات , والانصاف 
العليا لدوائر معينة على كل من جانبى هذا انحور , وكذلك الدوائر التى تقع مراكزها 
على القطعة المستقيمة 48 أو القطعة المستقيمة 01 من محور السينات . 

! - بين أنه إذا لم يكن من المطلوب أن تكون الدالة 7 الواردة ببند (87) محدودة » فإن 
الدالة التوافقية (4) بنفس البند يمكن إحلاها بالدالة التوافقية 

مملقه همل م جم - [س ممه 4 + ج )سج 
حيث 4 ابت اختيارى حقيقى . من ذلك استنتج أن حل مسألة دريشلت للشريحة 
الموضحة بشكل (11) ف المستوى 07 لن يكون وحيدا فى تلك الحالة . 

8 - افترض استبعاد الشرط أن تكون الدالة 7 محدودة فى مسألة درجات الحرارة فى البلاطة 
النصف لا نهائية ببند (87) ( شكل (87) ) . بين أن بالإمكان الحصول إذن على عدد 
لا نهافى من الحلول وذلك باعتبار تأثير إضافة الجزء التخيلى للدالة 2 «ذة 4 للحل الذى 
حصلا عليه هناك , حيث 4 ثابت اختيارى حقيقى . 

- استخدم الدالة 2 هم.ة للحصول على صيغة لدرجات الحرارة المستقرة المحدودة فى 
صفيحة على شكل ربع المستوى 0 <ر ,0 < »د إذا كان وجهاها معزولين تماماً وكانت 
درجات حرارة حوافها هى 0-(700 و 1-(,7)60 ( شكل(58)).أوجد 
متساويات درجة الحرارة وخطوط الفيض وارسم بعضا منها . 


ذف المتغيرات المركبة وتطبيقات 


الاجابة . (دإير) سماءكة (:/2) ع "1 


7-0 * 


شكل( 8" ) 


ه -أوجد درجات الحرارة المستقرة فى جسم مصمت على شكل وتد اسطوافى طويل إذا 
كانت المستويات التى تحده وهى 80-0 و ,8-8 . محفوظة عند درجات الحزارة 
الثابتة صفر و 70 على الترتيب وكان سطحها م, -: معزولاً تامأ ( شكل (55) ) . 
الإجابة ١‏ (دابر) صمدمة (70/00) --2 


5 - أوجد درجات الحرارة المستقرة المحدودة (7)5,5 فى الجسم المصمت النصف لانهاقى 
0 سير إذا كانت 8-0 على الجزء 0 بير,1- > من الحدود وكانت 1-1 على 
الجرء 0دبر,ة جين وإذا كانت الشريحة 0-بر,ا > »م >1-: من الحدود معزولة 

رز شكل 590 ) . 
الأجابة:: تر 2105ل - قر زجي ] لذ ماسمه 1 + !- 


ينا ثريا 
[ك / ماقععة ) 
2 2 


متك 


2-0 


شكل 57١‏ ) شكل (58) 


!ا - أوجد درجات الحرارة المستقرة المحدودة فى الجسم المصمت 0< ,0 2 * إذا حفظت 
السطوح المحددة للجسم عند درجات حرارة ثابتة فيما عدا الشرائح المعزولة المتساوية 
فى العرض عند الزاوية » كا هو موضح بشكل (58) . 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة 4" 


5 1 11 
الاجابة : [قبرةيرة د 1(3 - تبر تي د #برقيرة ل 1(2 ل قير قهر) /و] و ملوممة - 7-21 
3 7 
0 


اننا 
[د 5 ؛ مامه ك ئ 


م - حل مسألة دريشلت التالية للشرية النصف لا نهائية ( شكل (59) ) : 


0 <رري >> 0 0ح (لومتكرر 1 حل (لز )يال 
3 ب َم( 0 (0 تال 
,(0 حب «- ياه 1ت و20 
حيث 1 > )8 05 
اقتراح : هذه المسألة يمكن تحويلها إلى تلك المعطاة بتمرين (4) . 
الإجابة : لح لماع خاي 
عد مها 7 
4 
0 دل 1م 
21 0 20م 


شكل(59) 


8 - اشتق صيغة لدرجات الحرارة7),0 فى صفيحة نصف دائرية» 5 0 5 1,0 ك ,ذات أآوجه 
معزولة إذا كان 7-1 على ,امتداد الحافة النصف قطرية 6-0 وكان 7-٠‏ على الجزء 


الباق من الحدود . 
اقتراح : هذه المسألة يمكن تحويلها إلى تلك المعطاة بتمرين (4) . 
الإجابة :. [5:م م ممادعة ‏ -7 


٠‏ - حل مسألة الشروط الحدية للصفيحة 7<0 ,0 <*3 ف المستوى 2 إذا كانت الأوجه 
معزولة وكانت الشروط الحدية كا هو موضح بشكل )7١(‏ . 
اقتراح : باستخدام الراسم 2/:- 2 حول هله المسألة إلى المسألة التى سبق 
طرحها بيند (84) ( شكل (59) ) . 


”5 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


-4 


-١ 


و 


68م - 


الوه 


20 

)7١ شكل(‎ 

الأجزاء + ير ,0 > و0حس ,0 > هن حواف صفيحة لا نهائية + ديرك 0 

معزولة حراريا » وكذلك أوجه الصفيحة . الشروط 0- (7):0 9 1 - (7),0 متحققة 

طالما كان 0<ير ( شكل (1/1) ). إوجد درجات الحرارة المستقرة فى الصفيحة . 
اقتراح : هذه المسألة يمكن تحويلها إلى تلك المعطاة بعمرين (5) . 


4 


شكل( 7١‏ ) 
صفيحة رقيقة نصف ناقصية الشكل فى المستوى «نا ( شكل )١١(‏ بملحق (؟) ) ذات 
أوجه معزولة حراريا . درجة الحرارة على جزء القطع الناقص من حدودها تكون 
7-1 . درجة الحرارة على امتداد القطعة المستقيمة ‏ 0-م ,1>>1--220 تكون 
7-0 » وبقية الحدود على امتداد محور الاحداثيات »« معزولة حراريا . إوجد خطوط 
سريانت الحرارة . 
طبقاً تقرين )١1(‏ و )١7(‏ ببند (هه) ء إذا كانت الدالة ٠‏ (روباط + (رم» - (هار 
متصلة فى منطقة مغلقة محدودة 12 وكانت 2 تحليلية ولكن ليست ثابتة فى داخلية 8 » فإِنٍ 
الدالة (و,ع)ن تأخذ قيمها العظمى والصغرى على حدود * »2 وليس بأى حال سس 
الأحوال فى داخلية 8 . باعتبار (3,*)ن على أنها درجات حرارة مستقرة , اذكر تفسيرا 
فيزيائيا يوضح لاذا لابد أن تكون خاصية القم العظمى والصغرى تلك صحيحة . 


جهد الكهر باء الساكنة لمنمعاءط عنلواومماءع1516 


فى مجال لقوى كهرباء ساكنة تكون شدة المجال بوا)نومعامة 51619 عند نقطة ما متجها 
يمثل القوة المبذنولة على وحدة شحنات موجبة موضوعة عند تلك النقطة . جهد 
لوأنمئئوط الكهرباء الساكنة يكون دالة قياسية فى إحداثيات الفراغ بحيث تكون مشتقتها 
الاتجاهية عند أى نقطة فى اتجاه ما هى المعكوس الجمعى لمركبة شدة المجال فى هذا 


الاتجام . 
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مقدار قوة الجذب أو التنافر التى يؤثر بها جسم مشحون ساكن على جسم مشحون 
ساكن آخر يتناسب طرديا مع حاصل ضرب شحتتى الجسيمان ويتناسب عكسيا مع 
مربع البعد بينهما. من قانون التربيع العكسى هذا » يمكن إثبات أن الجهد عند نقطة - 
الناثىء من جسم مشحون مفرد فى الفراغ - يتناسب عكسيا مع البعد بين النقطة 
والجسم . فى أى منطقة خالية من الشحدات من الممكن إذن أن نبين أن الجهد الناثىء 
من شحنات موزعة خارج تلك المنطقة يحقق معادلة لابلاس للفراغ الثلافى البعد . 

إذا كانت الشروط هى أن الجهد ٠‏ يكون ثابتا على كل مستوى مواز للمستوى و« 
فإن فى المناطق الخالية من الشحنات يكون الجهد ٠‏ دالة توافقية فى المتغيرين و,» فقط : 

0ح (لزومة)ير 17 + (ل )بير 

متجه شدة المجال عند أى نقطة يكون مواز للمستوى «» وهر كبتيه السينية والصادية هما 
)يا - و «,»)ة - على الترتيب . هذا المتجه هو إذن المعكوس الجمعى لمتجه ميل 
الدالة ويلا . 

السطح الذى تكون عليه الدالة (و,»)لا ثابتة يسمى متساوى الجهد اوأامعاممننو5 
المركبة المماسية لمنجه شدة المجال عند نقطة ما على سطح موصل تنعدم فى الحالة الساكنة 
وذلك حيث أن الشحنات حرة فى أن تتحرك على مثل هذا السطح . إذن (5,غ)/ا تكون 
ثابتة على امتداد سطح جسم موصل وأن هذا السطح يكون متساوى الجهد 
أقوعممننوظ . 

إذا كان 10 مرافق توافقى للدالة /ا » فإِن المنحنيات »-(3,»)لا فى المستوى «ءا تسمى 
خطوط الفيض ومه! »سا8 . عندما يتقاطع أجل هذه المنحنيات مع منحنى متساوى 
الحهد فى نقطة تكون عندها مشتقة الدالة التحليلية (,“)نا: + (ر,*)/ا لا تساوى صفر » 
فإن المنحنيان يكونان متعامدين عند تلك النقطة وتكون شدة المجال مماسة لخط الفيض 
هناك . 

مسائل الشروط الحدية للجهد ا هى نفس المسائل الرياضية لدرجات الحرارة 
المستقرة 8 , وا فى حالة درجات الحرارة المستقرة تكون طرق المتغيرات المركبة 
المستخدمة قاصرة على المسائل الثنائية البعد . فعلى سبيل المثال » المسألة التى طرحت ببند 
(85) ( شكل (77) ) يمكن صياغتها على أساس أن المطلوب هو إيجاد جهد الكهرباء 
الساكنة الثناثى البعد فى الفراغ المخالى0 < بر ,2/< > + > 2/-المكونمن المستويات الموصلة 
2+ - ءادو 0 - برءوالمعزولةعند تقاطعاتهاء إذاما حفظ السطحين الاو ليبن عند جهد صفر 
وحفظ السطح الثالث عند جهد مقداره الوحدة . مثل هذا النوع من المسائل يظهر 


الكل المغيرات المركبة وتطبيقات 


كثيرا فى مجال دراسة الالكترونيات . إذا كان فراغ الشحنة داخل أنبوبة مفرغة صغيرا » 
فإنه يمكن أحياناً اعتبار أن اافراغ حر من الشحنة ويمكن افتراض أن الجهد هناك يحقق 
معادلة لابلاس . 

الجهد فى حالة السريان المستقر للكهرباء فى صفيحة مستوية موصلة تكون أيضاً دالة 
توافقية عند النقط الخالية من المنابع والمصارف . جهد الجاذبية مثال آخر لدالة توافقية فى 
الفيزياء . 
كم - الجهد ف فراغ اسطوانى ععقمك لمعتفلصتاته مصأ لمتامعنوع 

صنعت اسطوانة دائرية قائمة طويلة ومجوفة من لوح رقيق من مادة موصلة » 
وقسمت الاسطوانة إلى جزئين متساويين على امتداد راسمين من رواسمها . فصل بين 
هذين الجرئين بواسطة شرائط رقيقة من مادة عازلة واستخدما كقطبين » أحدهها 
استخدم كأرضى جهده صفر وحفظ الآخر عند جهد مختلف ثابت . سنأخذ محاور 
الإحداثيات ووحدات الطول وفرق الجهد م هو موضح بشكل (7) . ومن ثم فإننا 
نعبر عن جهد الكهرباء الساكنة (و,»)/ا على أى مقطع » من الفراغ امحتوى » يقع بعيدا 
عن نبايتى الاسطوانة كدالة توافقية داخل الدائرة 1 - *ير + 2د فى المستوى وعد ء وأيضاً 
ه-م على النصف العلوى من الدائرة و 7-1 على النصف السفللى من الدائرة . 

سبق أن قدمنا تحويلة خطية كسرية ترسم نصف المستوى العلوى فوق داخلية دائرة 
الوحدة التى مركزها نقطة الأصل » وترسم الجزء الموجب من المحور الحقيقى فوق 
نصف الدائرة العلوى . وترسم الجزء السالب من المحور الحقيقى فوق نصف الدائرة 
السفلى فى تمرين )١١(‏ ببند (54©) . النتيجة معطاة بشكل )١7(‏ بملحق (5) » بوضع 
#.» كل مكان الآخر . فإننا نجد أن معكوس التحويلة 


لوساة 
١‏ ات 
إجق 7 3 


يعطينا مسألة جديدة للدالة لا فى نصف مستوى » كا هو موضح بشكل (77) . 
لاحظ الآن أن الجزء التخيلى للدالة 

0 85 0,05 <م) و + مهمد - مهما 

يكون دالة محدودة فى ,د تأخذ القم الثابتة المطلوبة على الجزئين .* - م و 0- فم من 

محور الاحدائيات ه . الدالة التوافقية المطلوبة لنصف المستوى تككون إذن 


زف 4 مقاممة لذ دم 
ا 0 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة ل 


حيث قيم معكوس دالة الظل تقع بين صفر و »# 
معكوسة التحويلة )١(‏ هى 


(5) 0 
1+2 
ومنها يمكن التعبير عن .؟ بدلالة عو . بذلك تصبح معادلة زضسة 
52070 
)2( .2 ك ؛ مقاعرة 5 0) مجم 00000 
2 0 
4 
0 
3 0 
1 71 
سه 0علا ]| إعم_ 
اعم 
شكل( 7 ) شكل 7 ) 


الدالة (ه) هى دالة الجهد للفراغ المغلف بالأقطاب الاسطوانية وذلك حيث أنها 
توافقية داخل الدائرة وتأخذ القم المطلوبة على أنصاف الدوائر . إذا أردنا أن نتحقق من 
هذا الحل فإننا يجب أن نلاحظ أن 


(0 <)) 0 ع ) سفاععة دنا 
إلفدطا 
و 
.0 > 7 > ) مهفاععة دلا 
0_0 


المنحنيات المنساوية الجهد -(د,»)/ فى المنطقة الدائرية تكون أقواس من الدوائر 

1ع مج هم نر + رربي تير 
التى يمر كل منها بالنقطتين (1,0+). كذلك » القطعة المستقيمة من محور السينات الواقعة 
بين هاتين النقطتين هى منحنى متساوى الجهد 1/2 - (ز,ء»)/ز1 . مرافق توافقى 10 للدالة 
لا هوم 08[ (/1-) 2 وهو عبارة عن الجزء التخيل للدالة « عم[ (م/؛-). بأخذ معادلة 
(4) ف الاعتبار » فإنه يمكن كتابة نا على الصورة 


من هذه المعادلة يمكن أن نرى أن خخطوط الفيض »- (00,3] تكون أقواس من دوائر 
مراكزها على محور السينات . القطعة المستقيمة من محور الصادات المحصورة بين القطبين 


الى المتغيرات المركبة وتطبيقات 
تمارين 


١‏ -الدالة التوافقية () ببند (85) تكون محدودة فى نصف المستوى ‏ 0<م وتحقق 
الشروط الابتدائية البينة بشكل (/ا). اثبت أنه إذا أضيف الجرء التخيل 
للدالة “مم . حيث ‏ أى ثابت حقيقى . للدالة (") فإن الدالة النائتهة تحقق جمبع 
الشروط عدا أن تكون الدالة محدودة . 

3 -اثبت أن التحويلة (4) ببند (87) ترسم النصف العلوى للمنطقة الدائرية الملوضحة بشكل 
(77) فوق الربع الأول من المستوى المركب ‏ وترسم القطر :05 فوق الجزء الموجب من 
محور الاحدائثيات « . من ثم إوجد جهد الكهرباء الساكنة ؛ فى الفراغ المحدود بنصف 
الاسطوانة 0 << باع تير تير والمستوى 0-0 عندما 0-/ على السطح الاسطوافى و 
0-١‏ على السطح المستوى ( شكل (74) ) . 


0-6 ررب تير 1 - 
الإجابة : 431 تسحكحا) ممموة دم 
2 3 
ر 
0در 
>« 1 اعم 


شكل( 75 ) 


* -أوجد جهد الكهرباء الساكنة 1,0 ف الفراغ 4/->1,0>80>م يو المحدود 
بنصفى المستويين 0-0 و 6-7/4 والجزء 007/4 من السطح الاسطوافى 
1 -م عندما 1 -/ على الحدود المستوية و 0-/ على الحد الاسطوانى . ( انظر تمرين 
؟) ) . تحقق من أن دالتك تحقق هذه الشروط الحدية . 

ُ -لاحظ أن جميع أفرع الدالة 2 10 نها نفس المركبة الحقيقية التى تكون توافقية عند جميع 
النقط عدا نقطة الأصل . ثم اكب صيغة لدالة جهد الكهرباء الساكنة (,»)/ا فى الفراغ 
المخصور بين سطحين اسطوانيين 1‏ دير + غير و ممح #بر+ #م.حيث 1 * ه/متحدى احور 
وموصلين إذا كان 7-6 على السطح الأول و 7-1 على السطح الثافى . 
الإجابة : 2+ 2 وما _ 


و” 2108 


ه -أوجد جهد الكهرباء الساكنة المحدود (ز,*)لا فى الفراغ 0<ير المحدود بمستوى 
لا نمافى موصل 0 - 98 إذا كانت إحدى شرائحه (0 -ير ,م > >4-) معزولة عن بقية 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة » 


المستوى وحفظت عند جهد 7-1 . بينا 0-/ا على بقية المستوى ( شكل (1/8) ) . 
تحقق من أن دالتك تحقق الشروط الحدية المعطاة . 


7 رم2 
الاجابة : )7 ك ؛ هماهم ك 0) [- 
03 


1 
لشسك] مهاه2ة - ع ثيل 
> - وهف 86 7 


ار 


+ 0خير إجبرر وكير 0ع 7201 
شكل( 76 ) شكل 761 ) 
5 -اشتق صيغة لجهد الكهرباء الساكنة فى الفراغ الموضح بشكل (75) , والمحدود بنصفى 
مستويين ونصف اسطوانة , إذا كانت 87-1 على السطح الاسطوانى وكانت 7-60 على 
السطحين المستويين . ارسم بعض المنحنيات المتساوية الجهد فى المستوى 9<« . 


ِ ره 2 
الإجابة : تم ) لماع 


٠7‏ -أوجد الجهد 7 ف الفراغ بين المستويين 0-ير و بر إذا كان 87-0 على الجزء من كلا 
المستويين بحيث 0< وكان 1-لا على الجرئين بحيث   >0‏ (شكل 
(1/) ) . تأكد من أن نتيجتك تحقق الشروط الحدية . 


الإجابة 4 .7 ك ؛ مقاءعة ك5 0) 3 0 
9 


1 
) ممم در 
37 


شكل( 17 ) 


4 -اشتق صيغة لجهد الكهرباء الساكنة / فى الفراغ الداخلى لاسطوانة طويلة 1-م إذا كان 
؟؟ على الربع الأول 2/< >0 >1,0- للسطح الاسطوانى و 7-1 على بقية السطح 
الاسطوافى(2 >0 >2 ,1 - 0 انظر شكل (5 ؟) وتمرين )١4(‏ ببند (4*) ) . بين أن 
7-4 على محور الاسطوانة . تحقق من أن الصيغة التى حصلت عليها تحقق الشروط 
الحدية . 


9 -باستخدام شكل )2١(‏ بملحق (5؟) أوجد دالة حرارة (7),5 توافقية فى النطاق المظلل من 


1 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


المستوى 9« الموضح هناك والتى تأخذ القم 7-6 على نصف الدائرة 4860 و 7-1 على 
امتداد القطعة المستقيمة 287 . تحقق من أن دالتك تحقق الشروط الحدية المطلوبة 
( انظر تمرين (9) ). 
٠‏ -يمكن حل مسألة دريشلت : 
,(5 >بر > 0 ,ه > ع > 0) 0 ح (نزوعد)ر 1 حل (ل )لآ 


«(© > ع > 60 1 - (ط عا ,0- مر 
(ق عم >6 0 > («ررملا ح (بر,0) نا 
للدالة («,)لا فى مستطيل ( شكل (78) ) باستخدام طريقة فصل المتغيرات7) . الخل 
هر 
عت دسم . (#إنرجبه) طصلو ع 4 
سيك 0-6 55 يننا طملة م دم 0 


مع افتراض قبول هذه الصيغة , أوجد الجهد 0,6 فى الفراغ م >0 >0 ,مم عام >1 
إذا كان 1 -/ على جرء الحدود حيث + -6 و 0 -/على بقية الحدود ( شكل (8/) ) ١‏ 


جابة : <(1 -,2) (معمآ,») منة 8مه طمنو ني 4 _ 
الإ به : م 08آ1 5 2-1 7ه طماة كج 7 
7 * 
الاك م 
محم ودر 
2-0-7 دير 02 


١‏ -بمعاونة الصيغة التى حصلنا عليها فى تمرين )١١(‏ للدالة (77)8,3 فى المستطيل , أوجد دالة 
الجهد 10,0 للفراغ #>0 >0 .ىم >م >1 إذا كان 87-1 على جزء الحدود بحيث 
7 >0>8,م حدم وكان ٠-لا‏ على الجزء الباق من الحدود ( شكل )8١(‏ ) 


الإجابة : 20-1 _ 2 0ب وزو #لسر "سر ام 0 
حو دوم عضري 


(1) انظ ركتاب ر .ف. تشرشل القطع © .12.7 
ودع اطوء عسلةم/ا تزنملهسنسه8 له ععلمعد ععتسسرن8* 
الطبعة الغانية . ص ,١95# 231848 - 1١851‏ 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة اه" 


اعم 
جما 
د مدر 0در 
شكل(١8)‏ 


لالم - السريان شالى البعد لسائل +10 قباط لعدهتتسعسفل-مموم 


تلعب الدوال التوافقية دورا هاما فى دراسة ديناميكا الموائع وديناميكا الهواء ٠‏ مرة 
أخرى » سنعتبر فقط المسائل المتعلقة بالحالات الثنائية البعد المستقرة . بمعنى أننا سندرس 
فقط الحالات التى يفترض فيها أن تكون حركة السائل متاثلة فى جميع المستويات الموازية 
للمستوى و« » وسرعة السائل تكون موازية للمستوى و« ولا تتوقف على الزمن . بهذا 
يكون من الكاف أن نعتبر فقط حركة صفيحة رقيقة من السائل فى المستوى «« . 
سنفترض أن المتجه الممثل للعدد المركب 

+ مد زر 

يرمز لسرعة نقطة مادية من السائل عند أى نقطة («,) » أى أن المركبة السينية والمركبة 
الصادية لمتجه السرعة هما («,»)م و «ر,«)» على الترتيب . عند النقط الداخلية 
لمنطقة » من مناطق السريان » لا يوجد فيها منابع أو مصارف للسائل » سيفترض أن 
الدالتين »)م و (0#5.2)» وكذلك مشتقاتهما الجرئية الأولى جميعها متصلة . 

يعرف جرياك «هف#هادعمن السائل على امتداد أى كفاف © على أنه التكامل الخطى » 
بالنسبة لطول القوس م » للمركبة المماسية (ل.*),8 0 المتحه السرعة على امتداد © 
بق ١‏ (نز ,)1 ع 

بين الجريان على امتداد © وطول الكفاف © يكون بالتالى سرعة متوسطة للسائل 

00 امتداد هذا الكفاف . سبق أن شاهدنا فى حساب التفاضل والتكامل للمتغيرات 
الحقيقية أن التكاملات التى على الصورة )١(‏ يمكن كتابتها على الصورة(© 


0 1 :42 (دمت)و + غك (رواص ل 


)١(‏ لمريد من المعلومات عن خواص التكاملات الخطية. فى, حساب التفاضل والتكامل للمتغيرات الحقيقية 
والمستخدمة فى هذا البند والبند التالى انظر» على سبيل الخال . كتاب . وكبلان موامه؟؟ .8897 
ا لل » الطبعة الثانية ‏ ص *983؟ , 91/7( , 


ذف المتغيرات المركبة وتطبيقات 
عندما يكون © كفاف مغلق بسيط يقع فى نطاق بسيط الترابط للسريان لا يحوى أى 
منابع أو مصارف ٠‏ فإن نظرية جرين تسمح لنا بأن نكتب 
00 نوك متك [( ارط - (لمة)يه] | - دوه (نزمت)ع + عع (رختاض ل 
8 2 
حيث 8 هى المنطقة المغلقة المحدودة بالكفاف © . 
من أجل إيجاد تفسير فيزيانٌ للدالة المكاملة فى الطرف الأيمن من معادلة (5) » دعنا 
نفترض أن © دائرة نصف قطرها : ومركزها عند النقطة (30,م»:) وموجهة فى اتجاه ضد 
عقرب الساعة . بذلك بمكننا الحصول على سرعة متوسطة على امتداد © وذلك بقسمة 
الجريان على +2 » ونحصل على السرعة الزاوية المتوسطة المناظرة للسائل حول تحور 
الدائرة بقسمة تلك السرعة المتوسطة على , : 
1 
ره مه لسارم - (دمءا ي ]كل 


هذه الصيغة تمثل قيمة متوسطة للدالة 
زفق [(نز,مم)رم - (برود)يرو]4 - (برئد)ه 
على النطاق الدائرى المحدود بالكفاف © . نبايتها عندما تؤول ء إلى الصفر هى قيمة ه 
عند النقطة (مورم») . إذن الدالة (ر,)ه » التى تسمى دورات «دمننهنه8 السائل » تمثل 
نهاية السرعة الزاوية لعنصر دائرى من السائل عندما تنكمش الدائرة إلى مركزها ( النقطة 
٠.) ,«‏ 

إذا كانت 0- (ر»)ه عند كل نقطة فى نطاق ماء فإن السريان يقال له سريان 
لا دورانى لعدهةهههسة فى هذا النطاق . سنعتبر هنا فقط السريانات اللادورانية » 
وسنفترض كذلك أن السائل غير قابل للانضغاط عاطنووء«مسدمء»ه1 وأنه عديم اللزروجة 
والوم عو سسدمم؟ عع1 

افرض أن «8 نطاق بسيط الترابط يكون فيه السريان لادورافى . إذا كان © أى 
كفاف مغلق بسيط فى 8 » فإنه ينتج من معادلة () أن الجريان حول © يساوى صفر » 
أى أن : , 

0 - نرف (زك)و + موك (لزمتام ل 

وبالتالى » إذا كانت (مورم») أئ نقطة ثابتة فى © » فإنه يمكننا تعريف الدالة 
١ 5‏ 
اهف لك (ر6)و جعة اق ب - (زمعاق 


على النطاق « . استخدمنا هنا الرمزين 4؛,م ليرمزا لمتغيرات التكامل وذلك لنفرق بين 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة يذ 


متغيرات التكامل والحدود العليا للتكامل . التكامل فى المعادلة (0) لا يتوقف على المسار 
10 بين نقطتى حدى التكامل طالما كان هذا المسار كفافا محتوى فى 2 . وذلك 
جع إلى أن الفرق بين التكاملين المأخوذين على امتداد مسارين مختلفين هو التكامل على 

0 مسار مغلق » والتكامل الأأخير لابد وأن يساوى صفر . 

حيث أن التكامل الخنطى (5) لا يتوقف على المسار , فإن الدالة المكاملة بهذا التكامل 
تكون المشتقة التامة للدالة (رج) شي ء أى أن 
320( لمارف ع (<6)و ‏ ,(تزكويرة - (بزرتام 
متجه السرعة و:+مببم هو إذن متجه ميل الدالة.#م» والمشتقة الاتجاهية 
للدالة © فى أى اتجاه تمثل مركبة سرعة السريان فى هذا الاتجاه . 

الدالة («,*)8 )- تسمى جهد السرعة امتتدعامم راعملا 000 الواضح من 
معادلة (0) أن (ر2)6 تتغير بمقدار ثابت جمعى عندما تتغير نقطة الاسناد 
(ا,ن*) . المنحنيات المستوية مح (,عر)ق تسمى متساويات الجهد وادنامعاممننه". . 
حيث أن متجه السرعة ٠‏ هو متجه ميل الدالة (0):2 فإنه ينتج أن لا يكون عموديا 
على أى منحنى متساوى الجهد عند أى نقطة لا يكون عندها /ا هو المتجه الصفرى . 

تماماً يا فى حالة سريان الحرارة » الشرط أن السائل غير القابل للانضغاط يدخل إلى 
أو يمخرج من عنصر للحجم فقط بالسريان خلال حدود هذا العنصر يتطلب أن الدالة 
«ر«)ة لابد وأن تحقق معادلة لابلاس 

0 - (لختاررة + (زختايرة 

فى نطاق يكون فيه السائل حرا من المنابع أو المصارف . نظرا لاتصال الدالتين م,» 
ومشتقاتهما الجزئية الأولى ومعادلات )١(‏ » فإنه ينتج أن المشتقات الجرئية الأولى والثانية 
للدالة 4 تكون متصلة فى مثل هذا النطاق ٠‏ وبالتالى فإن جهد السرعة م يكون دالة 
توافقية فى ذلك النطاق . 


لم - دالة التيآر سمتاعمب؟ سوعياة 15 


من البند السابق » يمكن كتابة متجه السرعة 


)00( (,ة)وة + (جررعوم - /[ 
لنطاق بسيط الترابط يكون فيه السريان لادورافى على الصورة 
هق (ظاءت)رةة + (برنت)يرة > را 


حيث ل جهد السرعة . 


6 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


عندما لا يكون متجه السرعة هو المتجه الصفرى » فإنه يكون عموديا على منحنى 
متساوى الجهد مار بالنقطة (و,» . إذا كان » بالإاضافة إلى ذلك » عل مرافق 
توافقى للدالة ‏ «تزة)ة© » فإن متجه السرعة يكون مماسا للمنحنى م - (تز,بر)يا 
المنحنيات م - (زرو)شن تسمى خطوط التيار وعسناسوءم)5 للسريان محل الدراسة » 6 
أن الدالة «# تسمى دالة التيار ممناعهد سوعئ5 . فعلى سبيل الخصوص .» الحد الذى 
لا يستطيع سائل أن يسرى من خلاله يكون خط تيار . 

الدالة التحليلية : 

(نرعد)ية + (جزرند)ة ع (2)ل 


تسمى الجهد المر كب لواأغدعامم عءاوصره© للسري يان . لاحظ أن 
(لارك) بلا + (تزوو)يرق ع (2) "1 
أو » باستخدام معادلتى كوشى - ريمان » 
ناور 1 - (نزرت)يرة ع (2) "ل 
بهذا تصبح الصيغة (؟) للسرعة 
772 
يعطى مقياس السرعة بالصيغة 
لاد ينا 

حسب معادلة (7) ببند (7/4) » إذا كانت م توافقية فى نطاق بسيط الترابط « » 

فإنه يمكن كتابة مرافق توافقى للدالة م هناك على الصورة 
لك (لرور + ص (5,0), 7 كارا - (زوم) ا 

حيث التكامل لا يتوقف على المسار . بمعاونة المعادلاات 00 ببند (8/) » » يمكننا إذن أن 
١ + 4 (4‏ ل - (برور) يل * 
حيث © أى كفاف فى « من (وزرم» إلى (6,3© ٠‏ 

سبق أن رأينا فى حساب التفاضل والتكامل للمتغيرات الحقيقية أن الطرف الأيمن من 
معادلة (4) يمثل التكامل » بالنسبة لطول القوس م » على امتداد © للمركبة العمودية 
ربط للمتجه الذى مركبتيه السينية والصادية هما (بر,»)م و (ت)9 
على الترتيب.إذن الصيغة (4) يمكن كتابتها على الصورة 
فى 0000 - (مررت)بلا 
فيزيائيا » الدالة «رع) تمثل المعدل الزمنى لسريان السائل على امتداد © . وأكثر 
تحديدا » الدالة ««ل»)/ ترمز معدل السريان . بالحجم » خلال سطح ارتفاعه 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة هه" 


الوحدة قائما على المنحنى © وعموديا على المستوى 9« . 

نحيث أن لا و دالتان توافقيتان فى المستوى «و . فإِن نتائج بندى (0/9) و 
)م0 يمكن استخدامها . أى أن » التحويلة 

و(قرلة)نزة + (طرله)ء ع (00 داع 

حيث ؟ دالة تحليلية » تحول(بررءم)» و(بررإلى: الدالتين التوافقتين «,؛ على الترتيب . هاتين 
الدالتين الجديدتين يمكن اعتبارهما على أنهما جهد السرعة ودالة التيار على الترتيب » 
لسريان فى المنطقة الجديدة فى المستوى +« .يحول أى خط تيارأُو حد طبيعى © - ((:6)ل/0 
فى المستوى و« إلى خط تيار أو حد طبيعى © > [(2,#)لز,(ت,)ء]ا. فى المستوى بون 

تحت فروضنا بأن السريان يكون لادورانى ومستقر لسوائل ذات كثافة منتظمة .م » 
فإنه يمكن إثبات أن ضغط السائل «»)م يحقق الحالة الخاصة التالية من معادلة برنولى 
لمتأوسنء 115ل ممعظ : 


1م 
إفى #- 1712 2+2 


؛ حيث » ابت . 
لاحظ أن الضغط يكون أكبر ما يمكن عندما يكون مقياس السرعة || أقل 
ما يمكن . 
89 - السريان حول زاوية عميمن ه لمعه «ملىر 
عندما يعطى الجهد المركب بالدالة 


)00 2 ع (8)2 
حيث ه ثابت حقيقى موجب », فإن 
2( ا رشك 
خطوط التيار 6- (ز#)/ل هى المخطوط الأفقية داعدن وتكون السرعة عند أى 
نقطة 
4 - (2) "در 


لاحظ هنا أن أى نقطة(مو,و») يكون عندها 0 - (بر»0ي تكون نقطة على محور السينات . 
إذا أخذت النقطة (و«رم) على أنها نقطة الأصل » فإن 2 با تكون معدل 
السريان خلال أى كفاف مرسوم من نقطة الأصل للنقطة (د,» ( شكل (81) ) . 
السريان يكون منتظما وفى اتجاه المين . ويمكن النظر إلى هذا السريان على أنه السريان 
المنتظم فى نصف المستوى العلوى الذى حده محور السينات أو على أنه السريان المنتظم 


لذن المتغيرات المركبة وتطبيقات 


يبن خطين مستقيمين متوازيين ,برد بر و لبردرر. 
لتعيين سريان فى ربع المستوى 0< م ,0 ده » فإنه يجب ملاحظة أن التحويلة 
زه تسردع2 
ترسم ربع المستوى فوق النصف العلوى من المستوى «« » وبحيث ترسم حدود ريع 
المستوى فوق محور السينات بأكمله . حيث أن م ع بر » فإن دالة التيار 
يرم - جر,ء)/0 ٠‏ للسريان فى نصف المستوى تناظر دالة التيار 
60 2 ع (نارلة) لا 
للسريان فى ربع المستوى . وهذه الدالة لابد وأن تكون بالطبع توافقية فى ربع المستوى 
وتأخذ قيما صفرية على الحدود . 
خطوط التيار فى ربع المستوى هى فروع القطاعات الزائدة القائمة ( شكل (؟8) ) 
ع 21/0 
الجهد المركب هو الدالة ' #يريم - (و)م وتكون سرعة السائل 
١‏ - )24 - )"8 سن[ 
مقياس السرعة 
تن + ”.24 ع || 
يتناسب طرديا مع بعد النقطة المادية عن نقطة الأصل . قيمة دالة التيار (4) يمكن النظر 
إليها هنا على أنها معدل السريان خلال قطعة مستقيمة تمتد من نقطة الأصل للنقطة 
(2,»)يمثل هذا النوع من المسائل يكون دائماً من الأبسط أن نكتب أولا الجهد اللركب 
كدالة للمتغير المركب فى المنطقة الجديدة . بعد ذلك يمكن الحصول على دالة التيار 
والسرعة من دالة الجهد 5 


0 
)82١(لكش‎ )4١(لكش‎ 

الدالة # تميز سريانا محددا فى منطقة ما . السؤال عما إذا كان وجود مثل هذه الدالة 
'المناظرة لمنطقة معطاة وجود مفرد » فيما عدا أن يكون الاختلاف ربما بمعامل ثابت أو 
ثابت جمعى ؛ ان يكون محل دراسة هنا . فى بعض الأمثلة التى سترد فيما بعد » والتى 
تكون فيها السرعة منتظمة بعيدا عن العائق » أو ما فى الباب العاشر » حيث توجد منابع 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة اه 


ومصارف » فإن الظروف الفيزيائية تشير إلى أن السريان يعين دون نظير بالشروط 
المعطاة فى المسألة . 

ويجب ملاحظة أن مجرد تحديد قم دالة توافقية على حد منطقة مالا يعنى أنها تعين 
دائماً دون نظير » حتى ولو بمعامل ثابت . فعلى سبيل المثال ٠‏ رأينا أعلاه أن الدالة 

بف - (ز,»)/ا تكون توافقية فى نصف المستوىي 0<ير وطا قم صفرية على 
الحدود . الدالة برجزة"86 ع (ر,ء«) را تحقق أيضا نفس هذه الشروط . ومع ذلك فإن خط 
التيار 0-«نر#)0 لا يتكون فقط من الخط و-نو ولكن من الخطوط المستقيمة 

عدر اء حيث ...,1,2-» هنا الدالة #مه- )جم هى الجهد المركب 
للسريان فى الشريحة بين المستقيمين 0- برو - بر »كلا الحدين اللذان يصنعان خط التيار 
- ورعرس ؛إذا كان 0ه فإن السائل يسرى إلى المين على امتداد الحد السفلى 
وإلى اليسار على امتداد الحد العلوى . 


4٠‏ - السريان حول اسطوانة معفمناون ه لمسممة «ملر 

افترض أن اسطوانة طويلة دائرية نصف قطرها الوحدة وضعت فى جسم كبير من 
سائل يسرى بسرعة منتظمة » بحيث يكون محور الاسطوانة عموديا على اتجاه السريان . 
لتعيين السريان المستقر حول الاسطوانة » فإننا سنمثل الاسطوانة بالدائرة1 > #بر+ 2د 
ونفترض أن السريان بعيدا عنها يكون موازيا محور السينات ( شكل ("8) ) . اتمائل 
يوضح أن جزء محور السينات خارج الدائرة يمكن اعتباره كحد » وبالتالى فإنه يتعين 
علينا أن نعتبر فقط الجزء العلوى من الشكل على أنه منطقة السريان . 

حد هذه المنطقة للسريان » المكون من النصف العلوى للدائرة وجزثى محور السينات 
الواقعين خارج الدائرة » يرسم بالتحويلة 


طق 550ظ2 
2 


فوق محور الاحدائيات د« بأكمله 5 


مه" المتغيرات المركبة وتطبيقات 


المنطقة ترسم فوق نصف المستوى 320 »5 هو موضح بشكل )١17(‏ بملحق 
(؟) . الجهد المركب لسريان منتظم فى نصف المستوى هذا هو 


12000100 
حيث ه ثابت حقيقى . إذن الجهد المركب للمنطقة حول الدائرة هو 
زفق [1+ه) دهم 
السرعة : 
1 : 
[فية [طِ- )4 -” 


تقترب من لج كلما زاد |2| » أى أن السريان يكون منتظمًا تقريبا ويكون موازيا 
حور السينات عند النقط البعيدة عن الدائرة . 

من الصيغة (1) نرى أن 221022-70 » وبالتالى فإن هذه الصيغة نفسها 
مثل أيضاً سرعات السريان فى المنطقة السفل حيث يكون النصف السفل للدائرة خط 
تيار . 

من معادلة (7) » نرى أن دالة التيار للمسألة المعطاة تكون بدلالة الاحدائيات القطبية 
0( 258 (-م)4 - هن 


دم زم - )4 
4 


تكون متاثلة بالنسبة حور الصادات وتكون خطوطها التقربية موازية حور السينات . 
لاحظ أنه عندما م-» فإن خخط التيار يتكون من الدائرة 1 -م وجزق محور السينات 
نحيث 1 |*| 


خطوط التيار 


تمارين 
١‏ - بين لماذا يمكن الحصول على مركبتى السرعة هن دالة التيار بالعلاقات 
(لزرد)ي ل ح (ننا) .و (ظاود رطا ح (لر مدت 
*" - عند نقطة داخلية من نقاط منطقة سريان فى ظل الشروط التى افترضناها . لا يمكن أن 
يكون ضغط السائل أقل من الضغط عند جميع النقط الأخرى فى جوار لتلك النقطة . 
حقق هذا التقرير باستخدام تقارير بيندى (85) و (88) . 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة 1" 


لسريان حول الزاوية الموضحة ببند (88) » ما هى النقطة فى المنطقة 0 < بر ,0 < ب« 
التى يكون عندها ضغط السائل أكبر ما يمكن ؟ 

بين أن مقياس سرعة السائل عند نقط على السطح الاسطوانى ببند (40) يساوى 

|0 هن 24 وأن ضغط السائل على الاسطوانة يكون أكبر ما يمكن عند النقطتين 
1ل بج وأصغر ما يمكن عند التقطتين 2 -ج . 

أوجد الجهد المركب للسريان حول اسطوانة .م -+ إذا كانت السرعة 7 تقترب من 
ابت حقيقى 4 عندما تبتعد النقطة عن الاسطوانة 


أوجد دالة القيار 40 دزو »كه - 4,)/ لسريان ف المنطقة الزاوية 4/+ > 6 > 0 
( شكل (84) ) » وارسم واحدا أو اثبين من خطوط التبار فى داخل المنطقة . 


21 


38 
7 2 3 


شكل( 84 ) شكل( 60 ) 


أوجد الجهد المركب 2 «ذة 4 - 502 لسريان داخل المنطقة نصف اللاائية 
2 5 + 5 2/+-- و 0جبر ( شكل (86) ) . اكتب معادلات خطوط التيار . 
اثبت أنه إذا كان جهد السرعة هو( < ) + 1.08 4 - (4),,0 لسريان ف المنطقة .+ < +2 
فإن خخطوط التيار تكون هى الأشعة 0 <+ ٠‏ -0 ويكون معدل السريان إلى الخارج 
خلال كل دائرة كاملة حول نقطة الأصل مساويا 24 » مناظرا لمنبع له نفس هذه 
القوة عند نقطة الأصل . 
أوجد الجهد المركب (2-2 + 22 - (ج) لسريان فى المنطقة 1 < م١‏ 2/< 5 0 5 0 : اكتب 
صيغتين للدالتين 7[ و / .لاحظ كيف يتغير مقياس السرعة |7| على امتداد حدود 
المنطقة وتحقق من أن 0-(رع) على الحدود . 
افرض أن السريان عند .بعد لانهائى من الاسطوانة التى نصف قطرها الوحدة بيند )9٠(‏ 
يكون منتظما فى اتجاه يصنع زاوية » مع محور السينات , أى أن 

.(0< 4م (:) عه 4م حر[ 1 
أوجد الجهد المركب 


1 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


الإجابة : 01) صيره 1<ج د زم -) وين 2]م ع (ج)ر 
لت التحويلة»/1 +«  -‏ ترسم الدائرة 1 د إمر| فوق القطعة المستقيمة التى نقطتا نبايتيبا 
2 2ع و ا2عع » وترسم النطاق خارج هذه الدائرة فوق بقية المستوى المركب 


( انظر تمرينى )١8(‏ و )١9(‏ ببند (41) ) . اكتب 
,(0) ميره رم -2 لاع ,(8) صعرع ,م ع 2 اح 


0460 
20 > ,4 5 25,0 > ,8 ع 0) ال بين ررزر/ د لزه ل قج) 


بذلك تكون الدالة 4(02 - تج) وحيدة القيمة وتحليلية عند جميع نقط المستوى عدا عند 
نقط الفر ع القاطعالمكونمن القطعة المستقيمة من محور السيئات التى نقطنا نهايتيهاة .+ - م 
اثبت أن معكوس التحويلة 1/0 +0 -2 . بحيث 1< || لكل نقطة + لا تتستمى 
للفرع القاطع . يمكن كتابتبا على الصورة 


0 ,10 1 
1 مم مونك) ع [نلارة - 2 ل ع] د مر 


وبالتالى فإن كل من التحويلة وتحويلتها العكسية تلك تشكل تناظرا أحاديا بين النقط فى 
النطاقين . 

- بمعاونة النتائج التى حصلنا عليبا بتمرينى )٠١(‏ و )١١(‏ , اشتق الصيغة 

[ه ملو اوه - تع)م عه ومن ]لم ب (ج)امر 

التى تعين الجهد المركب للسريان المستقر حول صفيحة طويلة عرضها أربعة ومقطعها 
القطعة المستقيمة التى نقطتا نهايتييا 22+ -2 ك فى شكل (85) . بفرض أن سرعة 
السائل عند نقطة على بعد لانهانى من الصفيحة تساوى0) مه 4 الفرع  4(0/2‏ 2ج) 
هو الفرع الذى سبق وصفه بتمرين )١١(‏ و 24<0 


م 


شكل( 86 ) 


١#‏ - ائيبت أنه إذا كان 0 * » ونه بتمرين (؟١)‏ , فإن مقياس سرعة السائل على امتداد 


-* 


ه- 


تطبيقات الرواسم الحافظة للزوايا الموجهة للك 


القطعة المستقيمة التى نقطتا نبايتيها 2+ - يكون لا نبانى عند نقطتى النباية ويساوى 
» 4|005 عند النقطة المتوسطة . 

من أجل التبسيط , دع 2 >» 0 بتمرين (؟١)‏ . من ثم اثبت أن سرعة 
السائل على امتداد الجانب العلوى من القطعة المستقيمة الممثلة للصفيحة بشكل (85) 
تساوى صفر عند النقطة » 2-2005 وأن السرعة على امتداد الجانب السفللى من 
القطعة المستقيمة تساوى صفر عند النقطة » وم 2س دير, 

دائرة مركزها عند نقطة م على محور السيدات «حيث ‏ 0-1 >0 ع ومارة بالنقطة 
2-1 حولت بالتحويلة 1/2 + 2م . يمكن أن نرسم هندسيا نقطا غير صفربة 
مفردة ©) مه 22 وذلك بإضافة المتجه 4- )دين '-م للمنجه 2 . وصح 
برسم بعض النقط أن صورة الدائرة تكون من نوع البروفيل الموضح بشكل (87) وأ 
النقط الخارجية للدائرة ترسم فوق النقط الخارجية للبروفيل . هذه حالة خاصة من 
بروفيل جناح ج وكووسكى اأملعنه أعا5«مءاطول ر انظر أيضأ تمريبى (15) , (3) 
التاليين ) . 


5 - (أ) اثبت أن راسم الدائرة بتمرين )١8(‏ يكون حافظا للزوايا الموجهة فيما عدا عند 


/اا - 


النقطة 1- -2 . زب) افرض أن الأعداد المركبة 


22 1 0 1 
كك - سح جزلا حت 
5 دن 57 


تمثل متجهات وحدة مماسة لقوس موجه عند 1--2 وصورة ذلك القوس . على 
الترتيب » بالتحويلة 1/2 + ءاس .ائبت أن 2 م ومن ثم اثبت أن بروفيل 
جوكووسكى البين بشكل (81) له قرنة مومه ( نقطة التقاء قوسين ) عند النقطة 
2--8» وأن الزاوية بين المماسين عند القرنة تساوى صفر . 

معكوس التحويلة 1/2 +2 -” التى استخدمت بتمرين )١8(‏ سبق اعطائها . مع وضع 


اك المتغيرات المركبة وتطبيقات 


2 كل مكان الآخر . بتمرين )١١(‏ . أوجد الجهد المركب للسريان حول الجناح 
اذه؟:أة الذى قدهناه بتمرين )١8(‏ عندما تكون السرعة /ا للسائل على بعد لا نهالى من 
نقطة الأصل ثابتا حقيقيا 4 . 


لاحظ أن التحويلة 


جل ثم ددر 


ترسم كل من الجزئين الموجب والسالب من الخط المستقم «-ير فوق الشعاع 
«-ه,ا- دم ٠.‏ بلمثل الخط المستقم م مر يرسم فوق الشعاع 
»ده 02و10 >دمء وترسمالشريحة > برك فوقالمستوى المركب 
» . لاحظ أيضاً أن التغير فى الاتجاهات3808/02(6) ممه , الناتج عن هذه التحويلة 
يقترب من الصفر عندما تؤول + إلى _. اثبت أن خطوط التيار لسائل يسرى خلال 
القناة المفتوحة المكونة بالشعاعين فى المستوى المركب « ( شكل (88) ) هى صور 
الخطوط المستقيمة -« في الشريحة . خطوط التيار هذه تمثل أيضأً منحنيات متساوية 
الجهد مجال الكهرباء الساكنة بالقرب من حافة مكثف ذى لوحين متوازيين . 


0 


5 


فل العاشر 


تحويلة شفارتر - كريستوفل 


ةوه [أء1أمامتطن) - ومو صطءع5 عط 


سنقوم فى هذا الباب بإيجاد تحويلة » تعرف بتحويلة شفارتز - كريستوفل » ترسم 
محور « والنصف العلوى من المستوى المركب 2 فوق مضلع مغلق بسيط وداخليته فى 
المستوى المركب « . وسنعطى كذلك فى هذا إلباب تطبيقات هذه التحويلة فى حل 
مسائل تتعلق بسريان سائل أو مسائل فى نظرية جهد الكهرباء الساكنة . 


حك - رسم ا حور الحقيقى فوق مضلع سمعزاه م ماده ذتحخ لقعم عط) عولأممو314 
سنمثل متجه الوحدة المماس لقوس أملس موجه © عند نقطة م2 بالعدد المركب 5 
افرض أن القوس 7 هو صورة © بالتحويلة )5 -* » أن العدد المركب + يمثل 
متجه الوحدة المماس للقوس 7 عند النقطة المناظرة (م)-" . سنفترض أن ؟ تحليلية 
عند ىد وأنت 0 عو(مم)ثمر . طبقا لبند (5/) » 
إحق .(20) "عع + ؛ هنة ع ب هنة 
وبصفة خاصة » إذا كانت © قطعة مستقيمة من محور < موجهة فى الاتجاه الموجب » 
أى إلى المين » فإن 1-) ,ه-) هبه عند كل نقطة «-ى2 من نقط © . فى هذه. الحالة 
تؤول المعادلة )١(‏ إلى 
زقة .(0)* روعة - : وقة 
إذا كانت مر ذات سعة ثابتة على امتداد تلك القطعة المستقيمة فينتج أن + عتة 
تكون ثابتة » أى أن صورة القطعة.المستقيمة © تكون أيضاً قطعة مستقيمة 1 من 
خط مستقم . 


لف المتغيرات المركبة وتطبيقات 


دعنا الآن نوجد تحويلة (6:-* ترسم المحور »« بأكمله فوق مضلع له # من 
الاضلاع وحيث ادو بو وه وذ م > 2 هى النقط على محور * التى تكون صورها 
رؤوس المضلع » حيث 

برك >> 0 >> و > ع 

رؤوس المضلع هى النقط ‏ («)تر- :د » حيث 1-» ,... ,2 ,1جر ) (6 )رد ينه 
يتعين للدالة 6 المنشودة أن تكون بحيث أن (ع)”روعه تقفز من قيمة ثابتة ما لقيمة 
ثابتة أخرى عند النقط ر«-ج عندما تتحرك + على انحور :« . 

إذا اختيرت الدالة 8 بحيث 
زضة وت زد ساج) 00 6 ريد - ج)” ربد - )4 - (2) ل 
حيث 4 عدد مركب ثابت وكل زا عدد حقيقى ثابت ١‏ فإن سعة )76 تتغير 
تبعا للأسلوب المذكور أعلاه عندما تتحرك « على المحور الحقيقى . ذلك أن سعة الدالة 
(5) يمكن كتابتها على الصورة 
95 ل« - 2) 358 6 - 4 ونه ع (2)'"روية 

“دلوا - 2) ققة ودر ه0٠٠‏ - (يد - 2) هقة يغ - 
عندما +دع 2ج و 60> : 
> دوه - 2) 318 ٠٠١‏ د (يد - 2) 3,8 ع 0< - 2) ققة 

عندما يبد > ب > يبد فإِن 0- (رد- ج) همه وتكون كل من السعات الأخرى مساوية 
للعدد جم . إذن ؛ طبقا لمعادلة (4)» تزداد سعة (2)”/ر فجائيا بزاوية مقدارها 

4# عندما تتحرك « إلى المين مارة بالنقطة و«-2 . وتقفز قيمتها مرة أخرى 
بالمقدار 4 عندما تتحرك + مارة بالنقطة يك« ء إل . 

طبقا للمعادلة (؟) » فإن متجه الوحدة + يكون ثابت الاتجاه عندما تتحرك 2 من 
4-1 إلى ز3» وبالتالى فإن » تتحرك فى هذا الاتجاه الثابت على طول خط مستقم . 
ويتغير اتجاه 7 فجائيا بالزاوية *#ر عند النقطة إ« ( صورة النقطة ي) ( شكل 
(حم)). هذه الزوايا ‏ #«رم هى الزوايا الخارجية للمضلع الذى يرسم 
بالنقطة » . 


* سيرد ود اوم +4 ا 


تحويلة شفارتز- كريستوفل ب 


يمكن أن تحدد الزوايا الخارجية للمضلع لتقع بين ج- و جم عأى أن1> رغ >1- 
سنفترض أن أضلاع المضلع لاتتقاطع مع بعضها على الإطلاق وأن المضلع موجه فى 
الاتجاه الموجب ( أى ضد عقرب الساعة ) . بذلك يكون مجموع الزوايا الخارجية 
لمضلع مغلق يساوى 2# » وأن الزاوية الخارجية عند الرأس ,د ( صورة النقطة 
مه > ج ) تحقق العلاقة 

ا + ٠٠0‏ ج يا + وعط) - 2 ع 7ر1 
إذن الأعداد با لابد وأن تحقق الشروط 
)22 1 > رخ >1- و2 عن جردلا + ١ل‏ #4 
حيث ‏ 2,8 ادر 

لاحظ أن 0-ي إذا كان 
0 2ع رد انط يع يا 
فى هذه الحالة لايتغير اتجاه + عند م" » وبالتالى لا تكون م" رأسا١للمضلع‏ » ويكون 
للمضلع 1-ه من الأضلاع . 

فيما يى سنقوم بتبيان تحقق وجود دالة ؛ تعطى مشتقتها بالصيغة (7) . 


؟4 - تحويلة شفارتر - كريستوفل مونامسعه]عسمم1 1ه سمط -سوسطد عد 

فى الصيغة 

زفق حا رد سج) ل قا زيجد س ج) ليع - هال - (2)خل 

لمشتقة دالة ترسم حور « فوق مضلع » افرض أن المعاملات - ع) تمثل أفرع دوال 
قوى فروعها القاطعة تمتد تحت هذا المحور . ولكى نكون أكثر تحديدا » سنكتب 
ف 100 -) ويعه > إرد - ع ]| - 4 (رء« - ج) 

37 7 ا 00 
حيث (ربد - )همه - رن و( > ره > و-) و1- «,... 2 راع رءبهذا تكون (2)”/ تحليلية 
عند جميع نقط نصف المستوى 0<مر عدا عند نقط التفرع ره ( هذه النقط عددها 
1 

إذا كانت ى2 نقطة فى هذا النطاق » الذى سنرمز له بالرمز © » الذى تكون فيه الدالة 
تحليلية » فإن الدالة 


0 عه هار أ[ - مام * 
تكون وحيدة القيمة و تحليلية فوق نفس النطاق 8 » ثحُيث مسار التكامل من م2 إلى 2 
أى كفاف يقع فى داخلية © . بالإضافة إلى ذلك فإ (6"/- ()8 . 


لكف المتغيرات المركبة وتطبيقات 


لتعريف الدالة 8 عند النقطة و*«-2 بحيث تكون متصلة عندها » نلاحظ أولا أن 
:*-( - 2) هو العامل الوحيد فى )١(‏ الذى لا يكون تحليليا عند و . وعليه إذا 
كانت 4)2 حاصل ضرب بقية العوامل فى )١(‏ » فإن (4)2 تكون تحليلية عند 1« 
وأنها تمثل عند جميع نقط القرص المفتوح ,م > ,د 2[ بمتسلسلة تايلور حول 1« . 


بالتالى يكون 
لقال بكر )هتنم - ع) - كر 


| + قر م لكك + رم - ملعو + 05 ررد ج) ب 
21 
أو 
0 (جيل:#- ليود # ج) + ل يعد # ج)( 03 - (2)"/ 


حيث (2)/ تحليلية » وبالتالى متصلة » عند جميع نقط القرص المفتوح . عيتك أن 

0< -1 ء فإن الحد الآخير فى الطرف الايمن من (4) يمثل بالتالى دالة متصلة فى 
المتغير 2 عند جميع نقط النصف العلوى للقرص المفتوح » حيث 0 7 م1 » وذلك إذا 
أخذنا قيمة هذا الحد مساويا للصفر عند و« . من هذا ينتج أن التكامل 

اه مال المد مايأ 

الخد الآخير عل تيناد تعفاق 1ن جه ننه يقعان فى نصف 
القرص » يكون دالة متصلة للمتغير 2 عند 1«-# . التكامل 
لم د وله “8 مد - و) 1 
.1 2 


[*- ار - ,2) - “ف لزيد - ماج 

على امتداد نفس المسار يمثل أيضا دالة متصلة للمتغير 2 عند و« وذلك إذا ما عرفنا قيمة 
التكامل هناك على أنها نهاية التكامل عندما تقترب 2 من 1« فى نصف القرص . وبالتالى 
فإن تكامل الدالة (4) على امتداد المسار المذكور من ,ج إلى 2 يكون دالة متصلة عند 
و » وهكذا يكون أيضاً التكامل (*) حيث أنه يمكن كتابته علن أنه تكامل على 
امتداد كفاف فى 28 من م2 إلى ,2 بالاضافة إلى التكامل من ,< إلى 2 . 

ماذكر أعلاه يمكن تطبيقه عند كل من النقط رع » 1-» ,... ,2 ,1 -ثر » وبذلك 
تصبح # متصلة عند كل نقطة من نقاط المنطقة .0 بر . 

باستخدام المعادلة )١(‏ يمكننا إثبات أنه لعدد موجب 8 كبير بقدر كاف بويع عدد 
ثابت موجب 36 بحيث أن 
)2( ع وس > |(2)"را طالما م <|| 


وذلك إذا كانت 2<60صم1. 


تحويلة شفارتز - كريستوفل 3" 


حيث أن1 < ,م - 2 »فإن خاصية الترتيب هذه للدالة المكاملة فى المعادلة (*) تضمن تحقق 
وجود نباية للتكامل عندما تؤول إلى مالانباية 3 أى أنه يوجد عدد و8 بحيث 
3١‏ (0 ع 2 هآ ,17 ع (2)/ سنا 


و2 


وسنترك تفاصيل إثبات ذلك تمرينى )١١( » )٠١(‏ من بند (315) 

الدالة الراسمة والتى تعطى مشتقتها الأولى بالصيغة )١(‏ يمكن كتابتها على الصورة 
8 + (©)” - ()/ر حيث 8 ابت مركب . بذلك تكون التحويلة الناشئة هى 
[69 هل وك 7ن رن - ٠)‏ زوع - 7*6 زر قار 4م ار 
هذه التحويلة تعرف بتحويلة شفارتز - كريستوفل تكريما للرياضيين الألمانيين ه. أ 
شفارتر #مه«طء5 .1.8 ( 1975١ - ١8417‏ ) وإ.ب كريستوفل 51161غول,ط0 .15.8 
)١9.0606-1809(‏ والتى اكتشفها كل منهما مستقلا عن الآخر . 

التحويلة () متصلة عند جميع نقط نصف المستوى ‏ 0<ر » وهى كذلك 
حافظة للزوايا الموجهة على نفس النطاق عدا عند النقط و« . ويجب ملاحظة أننا قد 
افترضنا أن الأعداد رما تحقق الشروط (5) من بند (41) . بالإضافة إلى ذلك » فإننا 
سنفترض أن الثوابت إعاء« تكون بحيث لا تنقاطع أضلاع المضلع » أى أن المضلع يكون 
كفافا 'مغلقا بسيطا . وبالتالى » تبعا لبند )9١(‏ » فعندما تتحرك النقطة # على محور 
السينات فى الاتجاه الموجب فإن صورتها ” تتحرك عبى امصليع .20232 الموجب 
كذلك ء وبالتالى يوجد تناظر أحادى بين نقط محور السينات ونقط المضلع 8 . تبعا 
للشرط (5) » فإن الصورة م" للنقطة 2-60 يتحقق وجودها وهى م + ,17 - ,م 
إذا كانت 2 نقطة داخلية لنصف المستوى العلوى 0< برء وكانت ى« أى نقطة مختلفة 
عن كل من النقط « على محور السينات » فإن الزاوية من المتجه ؛ عند م« إلى المتجه 
الممثل بالقطعة المسثقيمة الواصلة بين مده تكون موجبة وأقل من م ( شكل 
(85) ) . عند الصورة ى0 للنقطة م« » الزاوية المناظرة من المتجه + إلى المتجه الممثل 
لصورة القطعة المستقيمة الواصلة بين ولرة يكون اها نفس القيمة . من هذا ينتج أن 
صور نقط داخلية نصف المستوى 3 تقع على يسار أضلاع المضلع مأخوذة فى اتجاه ضد 
عقرب الساعة . سنترك للهارين إثبات أن هذه التحويلة تناظر أحادى بين النقط الداخلية 
لنصف المستوى ونقط داخلية المضلع . 

إذا أعطينا مضلعا ما ط » دعنا نعين عدد الثوابت فى تحويلة شفارتز-كريستوفل بحيث 
يرسم محور السينات فوق المضلع # . طذا الغرض يمكننا كتابة) ب مت ,! - 4 ,0 - 8 
ونتطلب أن يرسم حور السينات فوق مضلع ما “م مشابه للمضلع «ديمكن بعد ذلك 


000 
0 المنغيرات المركبة وتطبيقات 


تعديل حجم ووضع المضلعم م ليناسبا حجم ووضع المضلع م وذلك باختيار 
«مناسب للثوابت ظره. 

الأعداد زعا تعين جميعها من الزوايا الخارجية عند رؤوس المضلع < . يبقى بعد ذلك 
أن نختار الثوابت د وعددها 6-1 . صورة محور السينات هى مضلع ما "مله نفس زوايا 
المضلع < . واككن إذا كان من الضرورى أن يتشابه المضلعان ”مر , م ء فلابد وأن 
تكون النسبة بين طول أى ضلع من أضلاع المضلع “م ونظيره فى المضلع « ثابتة ( هذه 
الاضلاع الموصولة عددها 2-م ) . هذا الشرط يعبر عنه بدلالة 3-م من المعادلات فى 1-م 
من المجاهيل الحقيقية ب« . وبالتالى فإنه يمكن اختيار عددين من الأعداد إن« أو علاقتين 
بينهما عشوائيا بشرط أن يكون هذه المعادلات ( عددها 3-م) فى المجاهيل الباقية 
( وعددها 0-3) حلولا حقيقية . 

عندما تمثل نقطة نهائية م: + على محور السينات » بدلا من نقطة اللانهاية » النقطة 
التى صورتها الرأس ىن" فإنه ينتج مماذكرناه فى البند السابق أن تحويلة شفارتر - 
كريستوفل تأخذ الصورة 


0١ 00 2‏ (ويد ب )78 (ريد د 06 ام سل 
حياث2 ع ىم + ٠00‏ + يم جرم الأسس إن تتعين من الزوايا الخارجية للمضلع . ولكن فى 
اليا لحقيقية * التى لابد وأن تحقق المعادلات المذكورة أعلاه 


وعددها 3-م . وبالتالى فإنه يمكن اختيار ثلاثة أعداد ب أو ثلاثة شروط على هذه الأعداد 
عشوائيا فى التحويلة (8) التى ترسم محور السيئنات فوق مضلع معطى 


“4 - المثلنات والمستطيلات وءاومماءه8 نمه تاعمد 


كا رأينا فإنه يعبر عن تحويلة شفارتز - كريستوفل بدلالة النقط إ* وليس بدلالة 
صورها رؤوس المضلع . مما سبق نعلم كذلك أنه يمكن اختيار ثلاث نقط منها على 
الأكثر عشوائيا» وبالتالى فإذا كان للمضلع المعطى أكثر من ثلاثة أضلاع فإنه يتحتم 
تعيين بعض النقط ب« وذلك للحصول على المضلع المعطى » أو أى مضلع مشابه له » 
كصورة لمحور السينات . واختيار شروط ملائمة لتعيين هذه الثوابت يتطلب عادة 
مهارة ب 

قيد اخخر على استخدامنا للتحويلة يرجع إلى التكامل الناثىء . فكثيرا ما يكون هذا 
التكامل غير ممكن حسابه بدلالة عدد محدود من الدوال الأولية . فى مثل هذه الحالات 
قد يصبح حل المسائل باستخدام التحويلة من الصعوبة بمكان . 

إذا كان المضلع مثلثا رؤوسه عند النقط وى,رج»,ن» ( شكل (10) ) » فإن التحويلة 


تحويلة شفارتر - كريستوفل كن 


المطلوية بة يمكن كتابتها على الصورة 


)01 دول دك “روبد - )تف (وبد 2 و):8- (رجد ل هيأ 4 سب 


شكل )9١(‏ 
حيث 2 > و + ريم + ,. والعلاقة وتاك ول والراوي ادليه 8 هى 


(21,2,3-) ,16 ادبع 

وقد اعتبرنا هنا جميع النقط ,3 ,2 ,1 نر على أنها نقط ثهائية ة على محور السيئات . ويمكن 
تخصيص قي اختيارية لكل منها . الثوابت المركبة ,خ ؛ المصاحبة الحجم ووضع المثلث » 
يمكن تعيينها بحيث يرسم نصف المستوى العلوى فوق المنطقة المثلثة المعطاة . 

إذا أخذنا الرأس 3« على أنه صورة نقطة اللامهاية » فإن التحويلة تصبح 
2( ,ها وك 42 رع )00 دعم 1 4 عدر 
حيث يمكن اعطاء قم حقيقية اختيارية للثابتين 2خ.)». 

التكاملان فى معادلتى )١(‏ » (؟) لا بمثلان دوالابسيطة إلا إذا كان المثلث منحلا 
بحيث يكون رأس أو رأسين من رؤوسه عند اللانهاية . التكامل فى معادلة (؟) يصبح 
تكاملا ناقصيا عندما يكون المثلث متساوى الأضلاع أو عندما يكون مثلثا قائم الزاوية 
وإحدى زواياه تساوى 2/3 او 2/4 . 

للمثلث المتساوى الأضلاع يكون2/3 - وم - و» - ,»“لذلك يكون من المناسب كتابة 


1- ع يعر و ]ع يعر و مه ع وير واستخدام معادلة (1) حيث 1 دوج ,1س اد 
,0ه . بذلك تصبح التحويلة 
002( 045 0 )102/3 +ى) -” 


صورة النقطة 2-1 هى بالطبع ه دوع أئ أن ه در . عندما 1- - فى التكامل » فإنه 
يمكننا كتابة > و » و بالتالى 1 > بر > 1- , 0 < 1 + عر .0 - (1 + ع) همه » بيناءء - ١‏ - |1 - »| 
وج -() -ع) هبوء إذن 


0 0 لنت -) ييه ذل -(- )2/3 ع" 1 1 


كك | ( 0 
ع - 1) 3/1 م 


و ا المتغيرات المركبة وتطبيقات 


وهذا التكامل الأخير يختزل إلى التكامل المستخدم فى تعريف دالة بيتا ( تمرين (8) بند 
(75) ) ..افرض أن 8 ترمز لقيمة هذا التكامل » وهى قيمة موجبة : 
)5 34 - يولج ]| 6-2 


ير 01 
إذن الرأس و« هو النقطة ( شكل (81) ) . 
زف4 وه فدرم 


أبن لا 01 


شكل (١1ة)‏ 
الرأس 3" يقع على .الجزء الموجب من محور « وذلك لأن 


4 دنا 6 
الي ل 4م 


ولكن قيمة 3" تمثل أيضاً بالتكامل (*) عندما تؤول + إلى مالا هاية على امتداد الجزء 
السالب من محور السينات » أى أن 
4 3 -) ونه 17-205 سع| إ1+ »)ا ]دوه 


08 3 يه 2/5-(|1 -ع| |1 +0 + 
3 1- 
إذن » على ضوء المعادلة (15) 
مه 17-203 - مد 1+ | ل ليد -) مج - رم 
1 
وى عم ام #2 
و ناكد 1 33 ) »+ 3 ولا 8ع 
-) مه رس + ب مع ة - رم 
بحل هذه المعادلة الأخيرة للحصول على و» نهد أن 
(49 - ور 
بهذا نكون قد حققنا أن صورة محور السينات هى المثلث المتساوى الأضلاع الموضح 
بشكل (91) والذى طول ضلعه ٠‏ . من الممكن كذلك التحقق من أن : 
(3/©) و 6/2) - »د عندما 20ج . 
عندما يكون المضلع مستطيلا فإن 1/2-,م لكل ف . إذا اخترنا 6+ 2 1+ 


تحويلة شفارتز - كريستوفل "١‏ 


تمثل النقط و التى صورها رؤوس المستطيل وبكتابة 
0ن 2زم ل ج) 17-11 ج)تلن-ر] + ج)1/3-(م جاع) > (2)و 
حيث + > (ربد - 2) نه > 0 فإن تحويلة شفارتز - كريستوفل تصبح 
6 6ه ون دم 
وذلك فيما عدا لتحويلة #8+8خ -788 لتعديل حجم ووضع المستطيل . التكامل (9) 
يساوى التكامل الناقصى 
:(-») وى 1/2- رقوقيز - 112)1- رقي - 1) ا 

مضروبا فى مقدار ثابت . ولكن الصيغة (8) للدالة المكاملة توضح بجلاء الأفرع المناسبة 
للدوال الغير قياسية المعنية . 

دعنا نحاول تعيين رؤوس المستطيل عندما 1<ه . كا هو موضح بشكل 
(95) 6م ع يد ,ل د يعد و 1ك ود ,4ح و. جميع الرؤوس الأربعة يمكن التعبير 
عنها بدلالة عددين موجبين »,ا يعتمدان على القيمة ه على النحو التالى : 


00 لصي ]اد )2 
لجسي د عه الوارل -ة 


«*4 64 
ا سلللللددشلسلب |- مك - 
01 ----0] 5 امنا بل 8 
عندما 0 > ع > 1- » فَإِن0 - (1 + ؟) همه > ( + ) ق#تقوع - (4 - +) هبة - (1 - ج) ونة 
إذت .0و - - |ومو|*[(2|نه -) وها - ومو 


وعندما 1- > ير > م » فإ |م)وا|: ع إم«)و| *[(2/:-) و«ه] - )و٠‏ إذن 
6- 1- و- 
عة 09و _] عه 60و 1- - 4 900 1 درب 
ماج هد دعة [وو | ]1-عة 00و | - 
1 0 
وسيترك للقارىء كتمرين مهمة إثبات أن 
[فدلة .ع1 + 8 ع ينا ,8 ع ووو ,8- ع يبور 
وبذلك يكون وضع وأبعاد المستطيل 5 هو موضح بشكل (57) . 


صر 


> #4 وي و اع 


شكل (87) 


نكف ٠‏ المتغيرات المركبة وتطبيقات 


44 - المضلعات المنحلة وممعوزوط ع)ومعمععءم 
سنقوم الآن بتطبيق تحويلة شفارتز - كريستوفل على بعض المضلعات المنحلة التى 
مثل التكاملات بالنسبة لما دوالا بسيطة . ولتوضيح ذلك » سنبدأ بيبعض التحويلات 
المألوفة . 
أولا » دعنا نرسم نصف المستوى 0<بر فوق الشريحة نصف اللانائية 
0م (,2>ه >2 - 
سنعتبر الشريحة على أنها الصورة النهائية لمثلث رؤوسه و«,ج«,ن» ( شكل (98) ) عندما 
يؤول الجزء التخيل للعدد 83« إلى مالا نهاية . 
القبم النهائية للزوايا الخارجية هى 
2 1و ددعوا- هما 
نختار النقط © - ون ,1 > يبد,1- > ,د لتكون النقط التى صورها الرؤوس . وبالتالى 
فإن مشتقة الدالة الراسمة يمكن كتابتها على الصورة 
112 (قج ب )هك 10-112 # ج)1/7-(1 + 4)2 2 22 
إذن هب+عة-مزو “4 دس . إذا كتبنا 1/8 - “4م و هإؤ-8 فإن 
( - 4) مأو دع 
هذه التحويلة من المستوى المركب "« إلى المستوى المركب 2 تحقق الشروط 1- -2 
عندما 7/2- دسرو إدج عندما 2/2 دس وذلك إذا كان 1-ه و 0 ثم. 
وبالتالى فإن التحويلة الناتجة تكون 
,ل طلة - 2 


التى سبق وأن تحققنا فى بند (9؟) من أنها ترسم الشريحة فوق نصف المستوى . 


11 0 


تحويلة شفارتز كويستوفل ينف 


هو - الشريحة اللانبائية ناد ع)تملكمآ 6ه 


اعتبر الشريحة >« > 0 على أنها الوضع التهاقى لمعين رؤوسه عند النقط 8 - ,“ا وو" 
0 - وهرو1 عندما تتحرك النقطتين يبروس مسافة لا نبائية إلى اليسار وإلى المين على 
الترتيب ( شكل:(44) ) . فى الوضع النهانى تصبح الزوايا الخارجية 

لح وا ,0 > روغ ,7 د ررق 0 ديا 
سنختار . 0 - يعر ب1ع وع , مه - يب وسنترك 1 لنعينها . مشتقة دالة راسم شفارتز - 
كريستوفل تصبح 7 0 
10-5 ج)ت- جتنم - 4)2 -- 
2 2 
وبالتالى فإن 
8 + 2 عم[ 4 ع بر 

ولكن ه-8 وذلك حيث أن ه-» عندما 2-1 . الثابت هلابد وأن يكون حقيقيا 
حيث أن النقطة » تقع على اخور الحقيقى عندما *«-ة و0<يم . النقطة م د بر 
صورة النقطة 1< > يمحيث و« عدد سالب . إذن 

.474 + || قهمآ 4 ع دعم[ ىل داع 
بمساواة الأجزاء الحقيقية والتخيلية فى الطرفين نجد أن 1 - |.| و 4-1 .وبالتالى فإن 


التحويلة تصبح 

2 8مآ ع بر 
يا أن 1-- و« . من بند (8*) نعلم أن هذه التحويلة ترسم نصف المستوى فوق 
الشريحة . 


الطريقة التى استخدمت فى هذا البند والبند السابق ليست دقيقة وذلك لأن القبم 
النبائية للزوايا والاحداثيات لم تقدم بطريقة منهجية . فقد استخدمت القم النهائية كلما 
بدا لنا من المناسب أن نفعل ذلك . ولكن إذا فحصنا الراسم الذى حصلنا عليه » فليس 
من الضرورى أن نبرر خحطوات اشتقاقنا للدالة الراسمة . الطريقة الشكلية التى استخدمت 
هنا أقصر وأقل صعوبة من الطرق الدقيقة . 


فق المتغيرات المركبة وتطبيقات 


تمارين 


1 


م 


ىا 


فى التحويلة )١(‏ بند (:4) ضع 8-0-0 3 
ةد مساك معدم 
وحم كودع # دعل 
وذلك لرسم محور السيئات فوق مثلث قائم الزاوية ومتساوى الساقين . اثبت أن رؤوس 
هذا المنلث اله 
هي لقبط ,8 - وسور ,0 عد ونير وأطع رسر 


حيث « الثابت الموجب : 1 
بعر سب 3/4 -زتجر -- 1) ]ده 


كذلك اثبت أن 2)م 26 حيث 8 هى دالة بينا . 
استنتج الصيغ )١7(‏ فى بند (417) لبقية رؤوس المستطيل الموضح بشكل (99) . 


اثبت أنه عندما 1 >م >0 فى صيغتى (8) » (4) ببند (41) فإن رؤوس المستطيل تكون 
كا هو موضح بشكل (49) حيث عط تأخذ الآن القم 

مه | )و| 1 ده به إم)وا ا[ ده 
اثبت أن الحالة. الخاصة 

وى #لدحية/1-(1 )1-18 لى) دم 

من تحويلة شفارتز - كريستوفل (7) ببند (837) ترسم محور السينات فوق المربع الذى 
رؤوسه 

6 دق ع يور ,6 ع وور ,0 ع وسور رأ د سر 
حيث العدد الموجب 8 يعطى بدلالة دالة بيتا كالتالى : 

,)48 حدم 

استخدم تحويلة شفارتز_كريستوفل للحصول على التحويلة “م دس حيث 1 >م >0 
التى ترسم نصف المستوى 0 دير فوق المنطقة الراوية جم ك م وعة ك 0 والنقطة 1 -2 
فوق النقطة 1 -” . اعتبر المنطقة الزاوية على أنها الصورة النبائية للمثلث الموضح بشكل 
(45) عندما تؤول الزاوية' » إلى الصفر. 


تحويلة شفارتز - كريستوفل نين 


5 - انظر شكل )١51(‏ بملحق )١(‏ . عندما تتحرك النقطة 2 إلى الببين على امتداد الجزء السالب 


من انحور الحقيقى تتحرك صورتها « إلى المين على امتداد محور » بأكمله . عندما تقطع 2 
القطعة المستقيمة 0 - بر,! 5 + 5 0عل انحور الحقيقى الموجب تتحرك صورتها ” إلى اليسار 
على امتداد الشعاع :م ن ,! < ؛وعندما تتحرك 2 إلى البمين على جزء الور الحقيقى الموجب 
بحيث 1ح تتحرك صورتها « إلى اين على امتداد نفس الشعاع , - م ,1< . 
لاحظ التغير فى اتجاه حركة النقطة * عند صورق النقطتين 2-0 ,1 -2 . هذه التغيرات 
تجعلنا نختار مشتقة الدالة الراسمة لتكون 

(اع)1-(0 - هاما - مار 
حيث ٠»‏ ثابت ما , وبالتالى نحصل على الدالة الراسمة 

ع0آ -ج ل نج ع نور 
ويمكن التحقق من أن هذا الراسم يرسم نصف المستوى 0< 820 5 هو موضح بالشكل . 
عندما تنحرك النقطة 2 إلى الهين على امتداد جزء المحور الحقيقى السالب بحيث 1- > بر 
تتحرك صورتها إلى الهين على امتداد المحور الحقيقى السالب فى المستوى المركب ”« . 
وعندما تتحرك 2 إلى المين على امتداد القطعة المستقيمة0 - بر,0 > بر > 1-من انحور الحقية 
ثم تتحرك على امتداد القطعة المستقيمة 0-س,ا! > + > 0 تتحرك صورتها « فى اتجاه 
زيادة « على امتداد القطعة المستقيمة 51م > 0,0-/, ثم فى اتجاه تناقص « على امتداد 
نفس القطعة المستقيمة . وأخيرا . عندما تتحرك : إلى المين على امتداد جزء انحور الحقيقى 
الموجب بحيث 1 < + تتجرك صورتها إلى المين على امتداد احور الحقيقى الموجب فى 
المستوى المركب ” . لاحظ التغيرات فى اتجاه حركة « عند صور النقط1- - + ,0 جد 
١ع‏ . من هذا نحصل على دالة راسمة مشتقتها : 
1-0 دع)'(0 - )11( + مم د (م)ال 
حيث ٠»‏ ثابت ما . أوجد الدالة الراسمة 
2-1و لد دس 

حيث + > 1 - 3ج/د ور . 0.باستخدام الرواسم المتعاقية 2 اج ,1 جح بير, ليه ابر 
تحقق من أن التحويلة الحصلة ترسم نصف المستوى 0< دوج فوق نصف المستوى 
0< سر ص مع قطع عل امتداد القطعة المستقيمة 1 > م >0 ,0 -, 
معكوسة التحويلة الخطية الكسرية 


ةق 
--2 
ةم 
ترسم القرص 1 >|2| ع بحيث تكون حافظة للزوايا الموجهة وذلك عدا عند النقطة 
7-1 » فوق نصف المستوى 0 < : رمم . ( أنظر شكل )١7(‏ ملحق (؟) ) . افرض أن 


2 نقط على الدائرة 1-|2| صورها النقط (« ,... ,2 ,1 سم) رب - ع » والتى استخدمت 


1١١ 


لف المتغيرات المركبة وتطبيقات 


فى تحويلة شفارتز - كريستوفل (8) بند (47) . بين دون تعيين أفرع الدوال الغير 
القياسية -- أن 
قم 


ل الي اللي 0 عم 
2-2 0-2 ( 32 


حيث 4 ثابت ما . ومن ثم بين أن التحويلة 

وبع درج ىم ريج - ىرج - هع أ “دو 
ترسم داخلية الدائرة 21-1 فوق داخلية مضلع رؤوسه صور النقط ,2 الواقعة على 
الدائرة . 
فى التكامل بتمرين (8) . افرض أن الأعداد (....,1,2:-7) رج ا.هى الجذور النونية 
للوحدة . اكتب'-"نه د ,2 ,... رن و2 ,1 د ,2 ,1000 2) ممه - ه.افرض كذلل' أن كل 
من الأعداد -()رم يساوى 2/0 بهذا يصبح التكامل بتمرين (8) 


م مكقي أ دم 
اثبت أنه عندما تكون ١‏ 20 ,80-0 ء فإن هذه التحويلة ترسم داخلية دائرة الوحدة 
1<-|2ا| فوق داخلية مضلع منتظم عدد أضلاعه ه ومركزه النقطة 0-» 
اقتراح : صورة كل من النقط (,.....1,2-/),2 هى رأس اضلع ما زاويته 
الخارجية عند هذا الرأس تساوى «/<2 ١٠اكتب‏ 


كه ' 
متخذا مسارالتكامل ليكون على امتداد انحور الحقيقى الموجب من 2-0 إلى ١‏ -/ مع 
ملاحظة أننا سنأخذ القيمة الأساسية للجذر النوفى للمقدار”(! - "5).من ثم اثبت أن صور 
النقط ١-”ه‏ - ,2,... رن - رج هى النقط,س'-”ه,....«انه على الترتيب . بعد ذلك تحقق 
من أن المضلع يكون منتظما ومركزه مدل 

- احصل على متباينة (8) بند (59) . 

اقتراح : افرض أن 8# أكبر من أى من الأعداد(! -4 ,... ,2 ,1 -2) |,الاحظ أنه 
إذا كانت © كبيرة كيرا كافيا فإن المحباينات |ء|2 - إر 2121/22 تتحقق 
لكلرء عندما 8 <|2| ٠.‏ ثم استخدم معادلة )١(‏ بند (47) مع الشروط (ه) بند 
ركق . 

- فى بند (47) , استخدم الشروط (8) والشروط الكافية لتحقق وجود تكاملات معتلة 
للدوال الحقيقية لإثبات أن ()7 ها نهاية ما م« عندما تؤول « إلى مالا نهاية . حيث 
(5)2 معرفة بمعادلة (") من ذلك البند . اثبت كذلك أن تكامل الدالة 02م فوق 
كل قوس من نصف الدإئرة 102<0. --|2| يقترب من الصفر عندما تؤول 8 


تحويلة شفارتر كريستوفل ا 


,(0 ع 2 م1) لالد رم)م يمنا 
م هو مذكور بمعادلة (5) هناك . 
طبقا رين )١4(‏ بند (1/!) يمكن استخدام الصيغة 
| ل 
)و 


2# 

لتعيين عدد أصفار دالة بم بداخلية كفاف بسيط مغلق © موجه ف الاتجاه الموجب عندما 

يقع :) فى نطاق بسيط الترابط (1 تكون فيه (0)2 تحليلية ولا تنعدم »م فيه على 

الإطلاق . فى تلك الصيغة اكتب م«-(2)-(2)عم . حيث (2) الدالة الراسمة لتحويلة 

شفارتر كريستوفل (7) بند (47) . والنقطة ى» إما أن تكون نقطة داخلية أو 

خارجية للمضلع ١‏ الذى يكون صورة غخور فد إذن مم + ضار افرض أن الكفاف © 

يتكون من النصف العلوى لدائرة # -|:| وقطعة مستقيمة م بير .م -. من محخور » 

تحوى جميع النقط بد ١‏ -»,...,2 ,1 كر فيما عدا قطعة مستقيمة صغيرة حول كل 

نقطة ز»« تستبدل بالنصف العلوى من دائرة ,م --إرم -2] قطرها تلك القطعة المستقيمة . 
إذن عدد النقط + الداخلية للكفاف © بحيث ,«- 2)/ هو 


م1 
٠‏ وري اعم 


لاحظ أن مس ... (2)/ تقترب من النقطة الغير صفرية 0600 عندما 
# -|2! وعندما تؤول 8 إلى م » متذكرا فى ذلك خاصية الترتيب (8) بند 
(87) للدالة ((2)/) . افرض أن الأعداد ,م تؤول إلى الصفر وائبت أن عدد 
النقط فى النصف العلوى من المستوى المركب 2 التكى يكوتن 
عندها 0« - (2)/ يكون 
وا خا ا 
١‏ 3 ا 0 
استنتج أن 1 - /3 إذا كانت 0 نقطة داخلية للمضلع ط وآن 8-0 إذا كانت 0" نقطة 
خارجية للمضلع < . وذلك حيث أن 
دار ا خم ل ا اسه 
] سناد 1 


ودح (مد) جمدم © وبير ب تير 


ومن ثم اثبت أن الراسم لنصعف المستوى 0< 10 فوق داخلية ط يكون أحاديا . 


- سريان سائل فى مجرى من خلال شق اناك د طعدوعط) اعمسمطك ه هذ و1 لتساك 


سنقدم الآن مثالا اخر عن السريان المستقر المثالى الذى سبق لنا التعرض له فى الباب 


لف المتغيرات المركبة وتطبيقات 


التاسع . هذا المثال سيساعدنا فى أن نبين كيف أن المنابع والمصارف يمكن أن توضح فى 
مسائل سريان سائل . 

اعتبر السريان المستقر الثناقى البعد لسائل بين مستويين متوازيين 0 - 0« , » - و إذا كان 
السائل يتدفق من خلال شق ضيق بطول الخط المستقم فى المستوى الأول والذى يكون 
عموديا على المستوى «به عند نقطة الأصل ( شكل (17) ) . افرض أن معدل 
سريان السائل فى المجرى من خلال الشق يساوى © من وحدات الحجم لوحدة الزمن 
لكل وحدة من وحدات غمق المجرى » حيث العمق مقيس فى الاتجاه العمودى 
للمستوى «» . بذلك يكون معدل السريان إلى الخارج عند كل من النبايتين يساوى 0/2 ٠‏ 


ججتج- سد 
“0 م 0 إن * مد ارد 0 


شكل (945) 


التحويلة 2 1.0 -ه » التى سبق اشتقافها فى البند السابق . راسم أحادى من 
النصف العلوى للمستوى المركب + فوق الشريحة فى المستوى المركب « . التحويلة 
العكسية 
00( «ثولاع ب م ص 2 
ترسم إذن الشريحة فوق نصف المستوى . التحويلة )١(‏ ترسم محور الإحدابيات » فوق 
النصف الموجب من محور الاحدائيات «ء وترسم الخط المستقم ‏ دم فوق 
النصف السالب من نفس احور . بذلك يكون حد الشريحة قد رسم فوق حد نصف 
المستوى . 

النقطة 2-1 هى صورة النقطة 0-» . صورة نقطة ما مهع-8 » حيث 0<مل » 
هى نقطة م«-ج حيث 1 < ربد . معدل سريان السائل على امتداد منحنى يصل 
النقطة من« بنقطة («,ن) فى الشريحة هو دالة تيار (د,)ي/ للسريان ( بند (88) ).إذا كان 
ون عددًا حقيقيا سالبا » فإن معدل السريان فى المجرى من خلال الشق يمكن كتابته على 
الصورة 

.2 - (0 ,رمالا 

الآن . فبتأثير تحويلة حافظة للزوايا الموجهة » تحول الدالة ب إلى دالة فى المتغيرين د,« 
تمثل دالة تيار للسريان فى المنطقة المناظرة من المستوى المركب + ء أى أن معدل السريان 


تحويلة شفارتز - كريستوفل 0 


متساو على امتداد منحنيات متناظرة فى المستويين . م اتبعنا فى الباب التاسع ع 
سنستخدم نفس الرمز “و ليرمز لدالتى التيار امختلفتين فى المستويين . وحيث أن 
صورة النقطة رن -» تكون نقطة و«-+ حيث! >,* > 20 فإن معدل السريان على امتداد 
أى منحنى يصل النقطتين م*- 2 ,+ 2 ويقع فى النصف العلوى من المستوى المركب 2 
يساوى أيضا © . وبالتالى فإنه يوجد منبع عند النقطة 2-1 مساو للمنبع عند 8-60« . 

ما أتبع أعلاه يمكن استخدامه بصفة عامة لإثبات أن : تحت تأثير تحويلة حافظة 
للزوايا الموجهة فإن كل منبع أو مصرف عند نقطة معطاة يناظر منبع أو مصرف مساو 
له عند صورة تلك النقطة . 

عندما يؤول» 86 إلى مم » تقتربر صورة النقطة »« من النقطة 26ج . وأى 
مصرف قوته 2/2 عند النقطة الأخيرة يناظر المصرف الذى يبعد بعدا لانبائيا إلى 
اليسار فى الشريحة . لتطبيق ماذكر أعلاه فى هذه الحالة » نعتبر معدل السريان على امتداد 
منحنى يصل الحدين 0-م و >جدن للجزء الأيسر من الشريحة وكذلك السريان 
على امتداد صورة هذا المنحنى فى المستوى المركب 2 . 

المصرف عند نهاية الطرف الأيمن للشريحة يحول إلى مصرف عند نقطة اللانهاية فى 
المستوى المركب 2 . 

دالة التيار /ن للسريان فى النصف العلوى من المستوى المركب * لابد وأن تكون 
فى هذه الحالة دالة ذات قم ثابتة على امتداد كل جزء من الأجزاء الثلائة من محور 
السينات . بالإضافة إلى ذلك فإن قيمتها لابد وأن تزيد بمقدار © عندما تتحرك 
النقطة #2 حول النقطة 2-1 من الموضع مددع للموضع 2 » ولابد أن 
تنقص قيمتها بمقدار 0/2 عندما تتحرك 2 حول نقطة الاصل بطريقة مناظرة.الدالة 

[ع وعم 4 - ( - م معم] 2 - (رجال 
تحقق هذه المتطلبات . بالاضافة إلى ذلك » فهذه الدالة توافقية فى نصف المستوى 
0< 2 مدة وذلك لأنها الجزء التخيلى من الدالة 
إء ومآ 1 - (1 - )همل > - )م 


5 


الدج - 2ا/أج) هوم[ ك5 د 
7 


وحيث أن م -اجء فإن الدالة 
(ا«دم ‏ 2ا"م) ومر] 2 - (م)ة 


1ك المتغيرات المركبة وتطبيقات 


تكون دالة جهد مركب للسريان فى المخحرى . 
بإعمال ثابت جمعى . يمكننا كتابة 
3 3 ضمنة) عم1 ّ - (س) 
لاحظ أننا استخدمنا نفس الرمز 8 للدلالة على ثلاث دوال مختلفة .» مرة فى المستوى 
ا مركب « ومرتان فى المستوى المركب 8 . 
مجه السرعة 500 يعطى بالعلاقة 
زضة : لطم 2 در 
من هذا نرى أن 
. 2 در هنا 


2 + إن 
كذلك » النقطة. :2ج سد نقطة ركود ألأمم ووتاومعواك )2 أى أن السرعة عندها 
تساوى صفر . وبالتالى فإن ضغط السائل على امتداد الخائط #-0 للمجرى يكون 
أكبر ما يمكن عند النقط المقابلة للشق . 
دالة التيار (ن,»)سنب للمجرى هى الجزء التخيلى للدالة («)8 المعطاة بالمعادلة (؟) . 

وبذلك تكون خطوط السرياك وعمناسوعة » - (مرب)ين هى المنحنيات 

5-32 3 «منة) 36 
وهذه المعادلة تؤول إلى 

لمم 6 - 2 
5 2 لين 


حيث »ا ثابت حقيقى . شكل (45) يوضح بعض خطوط السريان . 


/1 - السريان فى مجرى ذى نتوء )01756 مه طانس أعممدط0) هو مذ دملط 

لزيادة إيضاح استخدام تحويلة شفارتز - كريستوفل . دعنا نوجد الجهد المركب 
لسريان سائل فى مجرى به تغير فجانى فى العرض ( شكل (97) ) . سنعتبر وحدة للطول 
بحيث يكون عرض الجزء الاكبر عرضا من المجرى يساوى # من الوحدات » 
و بالتالى فإن عرض الجزء الاضيق من المجرى يساوى *م .حيث 1 > > ٠0‏ 
افرض أن الثابت الحقيقى م07 يرمز لسرعة السائل بعيدا عن النتوء فى الجزء الأكبر 

عا أ أن 
7 لز عا صلا 

0 

حيث المتغير المر كب 7 يمثل متجه السرعة . معدل السريان لوحدة العمق خلال امجرى » 
أو قوة المنبع على اليسار وقوة المصرف على اين » يكون إذن 


تحويلة شفارتز - كريستوفل 8 


)0 .ىلاع 0 

يمكن اعتبار مقطع انجرى على أنه الوضع النبائى للشكل الرباعى الموضح بالشكل 
والذى رؤو سه النقط ,ماءوه ,وه .: »عندما يتحرك الرأس ,« إلى اليسار مسافة لا نهائية 
ويتحرك الرأس و« إلى البمين مسافة لا نبائية كذلك . فى الوضع النهانى تصبح الزوايا 


الخار جية 
04 
7 حت تبغ و2- 2 وم يات ع اقرع 
ا 7 
نا .2 ادا 
-_- - 
25 مر د 
شه .- 1 
0 
١ 38‏ عاب 
0 م * ود #13 1 
شكل رلاة) 
ل 


إذا كتبنا م > بيد ,1 - ود ,0 - يبد وتركنا وه لنعينبا » حيث 1 > و« > 0 , فإن مشتقة 
الدالة الراسمة تصبح 
0 لثرة # جلا روج - ج) !جا - يي 
من أجل تبسيط تعيين الثوابت م هو 48د هناء سنشرع مباشرة فى استخدام 
الجهد المركب للسريان . منبع السريان فى المجرى والواقع إلى أقصى اليسار يناظر منبعا 
“مساويا عند 0-* ( بند (35) ) . الحد الكامل لمقطع المجرى هو صورة محور السينات . 
ووفقا لمعادلة )١(‏ . فإِن الدالة 
زفة مل + م عماءلا - :2 ومآ / - (ج)ر 
تكون دالة الجهد للسريان فى النصف العلوى من المستوى المركب 2 مع وجود المنبع 
المطلوب عند نقطة الأصل . لاحظ أن المصرف على بين المجرئ لابد وأن يناظر مصرفا 
عند نقطة اللانباية فى المستوى المركب 4 . 
المرافق المركب للسرعة ٠١'‏ فى المستوى المركب « يمكن كتابته على الصورة 
ل و 
عسل عل 6ل 


و بالتالى» فباستخدام معادلتى (5). (*)ء يمكننا أن نكتب 


ح للا 


1/2 8 شعنت 
5( 1 إل ل سر 
1 ج1آم 


فى الوضع النبانى للتقطة ,» والناظر للنقطة ه-2. تكون السرعة هى الثابت 


ذف المتغيرات المركبة وتطبيقات 


الحقيقى ٠.‏ بذلك ينتج من معادلة (4) أن 
008 

عند الوضع النبانى للنقطة و» والمناظر لأنقطة مهدع » سنرمز للسرعة بالعدد 
التي :ند يتورا 31 لفن أ ص عرة نا سكي زا لي 
الجزء الضيق من المجرى مسافة لا نبائية إلى المين » فإن ا تقترب من هلا عند كل نقطة 
من نقط تلك القطعة المستقيمة . يمكننا التحقق من أن هذا التخمين #وساءوزهه© حقيقة . 
واقعة وذلك ل ا و د 4 و ور ا 
سنفترض صحة هذه الحقيقة . إذن » وحيث أن السريان مستقر فإن 

0 ع ولا ع بلأبلع 
أى أن #إما -.” ٠‏ بجعل 2 تؤول إلى ما لانهاية فى معادلة (4) » نجد أن 


لسن 
1 الى 4 
إذذ 
)2 ,2م عديد ,8 ع ل 
و 
1/2 2م 2 بوث سد 
> | تك - رسلا 
(١‏ م 


من معادلة (5) يمكننا أن نرى أن مقياس السرعة || يصبح لا نبائيا عند الحافة 
و» للنتوء وذلك حيث أنه صورة النقطة 2-1 . أيضا » الحافة و« نقطة ركود » وهى 
نقطة تحقق م-م . بذلك يكون ضغط السائل على امتداد حد المجرى أكبر ما يمكن 
عند وي« وأصغر ما يمكن عند و« . 


لايجاد العلاقة بين الجهد والمتغير ون لايد أن نكامل معادلة (؟) التى مقن كتاينيا 


الآن على الصورة 
3 دع) ا سه 
2 
بالتعويض بتغير جديد »2 حيث 1 
8 
2 - 
3 2-1 


يمكننا أن نبين أن معادلة (0) تؤول إلى 

1 1 4 
4 (جلج -جن)ه- 
إذد 4 


4 1 و12 ' 
ثابت التكا هنا يساوى صفراً وذلك لأن 5-0و »ومن ثم و6-سمعندما 2/2 
ومن م 
بدلالة و» يصبح الجهد # المعطى بمعادلة (*) 


تحويلة شفارتز - كريستوفل 0 


0 
0 تعس وما .”7 مر 
بالتالى فإن 
ار ام م 
00 1 -8/70) ماده 
بالتعريض عن م هى معطاة بهذه المعادلة فى معادلة (8) , نحصل على علاقة ضمنية 
تعطى الجهد 5 كدالة للمتغير المركب » . 


8 - جهد الكهرباء الساكنة حول حافة صفيحة موصلة 
)وا وستاعسلمهن) ع كه ععلظ سه أسوطة لوتتمعاوط عتتقاومماءنان] 

ليكن لدينا صفيحتان موصلتان متوازيتان ممتدتان لا نهائيا حفظ جهد الكهرباء 
الساكنة لهما عند ١/-0‏ وصفيحة ثالثة نصف لا نهائية موازية لهما وموضوعة فى وسط 
المسافة بينهما حفظ جهد الكهرباء الساكنة لها عند ١/-1‏ . سنختار نظاما للاحداثيات 
ووحدة للطول بحيث تقع الصفائح الثلاث فى المستويات 0- م« ,م حم , 2/ - ون 
( شكل (48) ) . دعنا نعين دالة الجهد ,سالا فى المنطقة الواقعة بين هذه الصفائح . 
مقطع هذه المنطقة فى المستوى الا فى صورته الهائية يكون الشكل 
الرباعى امحدد بالمستقيمات المنكسرة الموضحة بالشكل . وذلك عندما تتحرك النقطتان 
وس" إلى الخارج يمينا وتتتحرك النقطة و« إلى الخارج يسارا . بتطبيق تحويلة شفارتر - 
كريستوفل هنا » سنفترض أن النقطة وه » المناظرة للرأس و« مهى نقطة اللانهاية . 
سنختار 1> ود ,ط1- د إ| وندع ي« كنقطة مطلوب تعيينها. القيم 
النهائية للزوايا الخارجية للشكل الرباعى هى 


ع وغ د وو/ وح ع ريع 1 ع اقرع 
إذن 7 
*1(7 - م)زوعد - 712 (1 + )4 22 
يد - 1 دخ )4 يد-دءة 0 
ال 2 نتم - 
وبالتالى فإن التحويلة من النصف العلوى للمستوى المركب 2 إلى الشريحة المقسومة فى 
المستوى المركب # تكون 
لق :2 + [(1 - ع) ومة (م> - 1) + (1 + م) هما (رمد + 1)] كي - م 


إفرض أن,4 .4 ره .روه ىالا جزاء الحقيقية والنخيلية للثابتين 8.4 على الترتيب . عندما 


585 المنغيرات المركة وتطبيقات 


*-2 ء تقع النقطة »« على حدود الشريحة المقسومة » وطبقا لمعادلة )١(‏ نحصل على 


2( [(1 + م) وعد : + [1 + بداعمآ](يء + 1))(ي4: + يه )1 ع م ع ين 
.وه: + ي8 + ([(1 - متم عنة : + |1 - | قمآ](» - 1) + 


م ل 


200 0ر7 3 ود يعر 2 


لتعيين الثوابت هنا » نلاحظ أولا أن الوضع النباى للقطعة المستقيمة الواصلة بين 
التقطتين 81«,ه» هو محور الإحدائيات ٠‏ . هذا الخط هو صورة جزء محور السينات 
الواقع على يسار النقطة 1--1«ء» وهذا راجع إلى أن القطعة المستقيمة الواصلة بين 
النقطتين و«,و» هى صورة جزء محور السينات الواقع على يمين 1-1 ؛ والضلعاذ 
الآخران للشكل .الرباعى هما صورتا القطعتين المستقيمتين الباقيتين من محور السينات . 
إذن عندما 0-0 .وتؤول ه إلى مالا نهاية من خلال قيم موجبة » تقترب النقطة 
المناظرة « إلى النقطة 1--2 من اليسار . إذن 

,> ح- (1 - )ا هنة بج ع (] + )ا ونه 

وتؤول |1++*اهمة إلى مه- .وأيضاً » حيث أن > و > 1 ا ء فإن الجرء 
الحقيقى للمقداز داخخل الأقواس المزدوجة فى معادلة (؟) يؤول إلى مه- . وحيث أن 

0-0 فإنه ينتج أن 0- ,لم » وفيما عدا ذلك فإن الجزء التخيل للطرف 
الأمن يصبح لانبائيا . بمساواة الأجزاء التخيلية فى الطرفين » نجد أن 

.وه + [#(وعد - 1) + «(يد + 1)] كل - 0 

إذن » 
هه 0 0 

الوضع الها للقطعة المستقيمة الواصلة بين النقطتين )«,2» هو الشعاع 

20م ده . النقط الواقعة على هذا الشعاع هى صور النلقط «-ج حيث 

يمد ك + > 1- »> وبالتالى فإن 
> - (1 - عم وعة ,0 ع ([1 + )عه 

بمساواة الأجزاء التخيّلية فى طرف معادلة (؟) عند هذه النقطاء» نجد أن 


تحويلة شفارتز ‏ كريستوفل داننا 
2 
2 
وأخيرا » فإن الأوضاع النبائية لنقط القطعة المستقيمة الواصلة بين النقطتين و«.يم 
هى النقط ‏ دن . وهذه النقط هى صور النقط »« حيث 1 دعر . بمساواة 
الأجزاء التخيلية فى معادلة (؟) عند هذه النقط نجد أن : 
ره #2 


" 
6 لو + لود - 1) شي - 


إذن ٠»‏ من معاد لتى رضة : 62 2 نجد أن 
.0 عد وعد ب[1- ع يلم 


وبالتال فإن 6-0 النقطة التى صورتها الرأس 2 - مر و بالتعويض بهذه القيم 
فى المعادلة (؟) ومساواة الأجزاء الحقيقية نجد أن 0- به . 


شكل روه 
بذلك تصبح التحويلة )١(‏ : 
)2( ,> + [(1 - 2) ومآ + (1 + 2) عمآ]14- دير 
أى أن : 
نك د اي 


تحت تأثير هذه التحويلة , تصبح الدالة التوافقية المطلوبة (0,0)؟ دالة توافقية فى 
المتغيرين «,* فى المنطقة در وتحقق الشروط الحدية الموضحة بشكل (35). 
لاحظ أن 0 -:* فى هذه الحالة . الدالة التوافقية فى نصف المستوى هذا والتى تأخذ 
هذه القبم على الحدود هى الجزء التخيل من الدالة التحليلية 

0د - ,4 + شرع ما - لدوم - 05 

حيث ,0 ء 42 يأخذان القبم من صفر إلى * . بكتابة ظل كل من هاتين 
الزاويتين كدالة فى «و,« وإجراء التبسيطات اللازمة نجد أن : 
فق ا ٍٍ (و8 - ,0) 6ه ع “21 نرج 

المعادلة (1) ترودنا بصيغ للمقادير تمر + تمرى*ير #بربدلالة «,ه . من الصيغة () نجد 


الل المتغيرات المركبة وتطبيقات 


إذن أن العلاقة بين الجهد / والاحداثيات «,ن يمكن كتابتها على الصورة 


زنك مهام د نه مها 
حيث 
ةدع ب و2 وون 26-3# + 1ن + 1- در 
تمارين 
١‏ - استخدم تحويلة شفارتز - كريستوفل للحصول على الدالة الراسمة المعطاة مع شكل (5؟) 


ات 


بملحق (3) . 

بين لماذا يكون حل مسألة السريان فى مجرى به عائق على صورة شريحة مستطيلة نصف 

لا نهائية ( شكل )٠٠١(‏ ) يكون متضمنا فى حل المسألة التى عوجت فى بند (937) . 
مك 


مصتعا 
272777777777777 


)٠٠١( شكل‎ 


انظر شكل (78) بملحق (؟) . عندما تتحرك النقطة 2 إلى البمين على امتداد الجزء السالب 
من امحور الحقيقى بحيث و >+ ء تتحرك صورتها « إلى ابمين على امتداد الشعاع 
مدن ,> . وعندما تتحرك النقطة ج إلى المين على امتداد القطعة المستقيمة 
0-سر ,1 > ب > 1 ء تتحرك صورتها « فى اتجاه تناقص « على امتداد القطعة 
المستقيمة ./ > « > 0 ,0 -؛ . وأخيرا . عندما تتحرك 2 إلى العين على امتداد الجزء الموجب 
من المحور الحقيقى بحيث 1 < براء تتحرك صورتها « إلى العين على امتداد الجزء الموجب 
من احور الحقيقى . لاحظ التغيرات فى اتجاه حركة « عند صورق النقطتين 1 جم و 
سج . هذه التغيرات توضح أن المشتقة لدالة راسمة يمكن أن تكون 
“2 
حيث ا ثابت ها . من ذلك احصل على التحويلة المعطاة هناك . تحقق أنه عند كتابة 
التحويلة على الصورة 5 
([/101 )101/2 + ج) ل م] هومآ + 11/2 - ج)1(1/3 + م)) 2 د بر 
حيث + > (1 د )همد > 20 فإنها ترسم. الحدود بالطريقة المبينة بالشكل . 
لتكن (7)4,7 درجات الحرارة للحالة المستقرة المقيدة عاهاة 54203 060«ساهظ8 فى الجزء 
المظلل من المستوى المركب ” والموضح بشكل (54) بملحق (؟) مع الشروط 


تحويلة شفارتر - كريستوفل 1 


الحدية 7),0-1 عندما 0> .و 7-0 على الجزء الباق دعص من الحدود . 
بدلالة بارامتر حقيقى » ,2/< >» >0) اثبت أن صورة كل نقطة » مه 2-1 على الجزء 
الموجب من انحور التخيل ل هى النقطة 
[[عءم + )نج همه ممم ومد] 2- » 
2 « 


( انظر تمرين (") ) واثبت كذلك أن درجة الحرارة عند تلك النقطة » تعطى بالعلاقة 
> >م) - 10" 


لتكن (700 دالة الجهد المركب لسريان سائل على عتبة فى قاع مجرى عميق ممثلا بالجزء 
المظلل من المستوى المركب " المبين بشكل (79) بملحق (7) . حيث تقترب سرعة 
السائل 7 من الثابت الحقيقى .لا عندما تؤول إسس| إلى مالا نباية فى تلك المنطقة . 
التحويلة التى ترسم النصف العلوى من المستوى المركب 2 فوق تلك المنطقة هى التحويلة 
المعطاة فى تمرين () . باستخدام المتطابقة ْ 
,(«ك/تك)(م /7ف) - مل إقك 
اثبت أن 
1< (1 + ج)1(113 - )ملا - (1700 
اثبت كذلك , بدلالة النقط «- التى تكون صورها النقط على امتداد قاع المجرى , أن 


1- 
: لح | اماك رصي 


من هذا لاحظ أن مقياس السرعة يزداد من ]| على امتداد به/م ليصل م - إن[| 
عند هاء ثم يتناقص ليتعدم عند ن . وبعد ذلك يزداد من ام إلى مر 
ليصل إ./ز| لاحظ أيضاً أن مقياس السرعة يكون 1م13 عند النقطة 
1/7 +4)اا عدسر بإن 8 وام 


فصل كاد ىكشر 


صيغ التكامل من نوع بواسون 
م13 سمووز20 01 عفاستصسدها! لورععاتآ 
فى هذا الباب سنكشف النقاب عن نظرية تمكننا من الحصول على حلول للعديد من 
مسائل الشروط الحدية عندما يمكن التعبير عن هذه الحلول بدلالة تكاملات محددة أو 
معتلة . وبالتالى يمكننا مباشرة حساب الكثير من التكاملات التى تظهر فى مثل تلك 
المسائل . 
68 - صيغة تكامل بوأسوك والنحوءه! لوموعام1 مموولمط ع1 
افرض أن ث؟ دالة تحليلية عند جميع نقط كفاف مغلق بسيط م© ونقط داخليته وأن 
الاتجاه الدورانى لهذا الكفاف هو الاتجاه الموجب . من المعلوم أن صيغة تكامل كوشى : 
ون 0ل 


)0 د ايد - هر 
تعبر عن قيمة 6 عند أى نقطة 2 من نقاط داخلية م© بدلالة قم 8 عند نقط 5 تنتمى 
للكفاف 0 . عندما يكون م© دائرة » يمكننا الحصول من الصيغة )١(‏ على صيغة 
مناظرة لدالة توافقية » أى أنه يمكننا حل مسألة دزيشلت بالنسبة للدائرة . 

اعتبر الحالة التى يكون فيها م© هو الدائرة (©) مه مم د ى ,25 5ك 4 5 0 »واكتب 
(0) مه م > وحيث «: > + >.9( شكل(١ )٠١‏ ) . معكوس النقطة الغير'صفرية + بالنسبة 
للدائرة هو النقطة 1 الواقعة على نفس الشعاع الذى تقع عليه النقطة 2 والتى تحقق 
الشرط ويد داانتنا * أى أن 


؟) قم كنم 2 
بق :32د 5د (قن وه 2 د ره 


0" المتغيرات المركبة وتطبيقات 


وحيث أن 2 تنتمى الخارجية الدائرة و0 ١‏ فإنه ينتج من نظرية كوشى - جورساه أن 
قيمة التكامل المعطى فى )١(‏ يساوى صفراً عند وضع 21 بدلا من 2 فى الدالة المكاملة . 
إذن » باستخدام التمثيل البارامترى المذكور للمنحنى م© » يمكتنا أن نكتب 


5 ى /*ثم 1 
مور جك - يمم) ,]2 - هار 
مع مراعاة أننا سنحتفظ بالرمز ه ليقوم مقام (©:) م ,م وذلك للسهولة . 
لاحظ أنه نظرا للتعبير الأخير فى )١(‏ للعدد 2 فإن المقدار داخل الأقواس يمكن 
كتا بته عل الصورة 
2( 


تم 2 5 1 09 


22 2 3 ج-ى ت2إق-1 ددى 


بذلك نحصل على صورة أخرى لصيغة 0 
زفق 


4 اكد هاخا ع لث- وممور 


72 -:ة| 0ه 
عندما 70> >0 د 0-م ء وفى هذه الحالة تؤول 
الصيغة مباشرة إلى الصيغة )١(‏ عندما 2-0 . 

المقداراج - م|هو البعد بين التقطتين 2 . وهنا يتحقق قانون جيب القام ( انظر شكل 
:))٠١١(‏ 
فيك ,0 < تم + (4 - ف) ووه عوم2 - خوم د 2إج - ى| 
إذن » إذا كان س هو الجزء الحقيقى للدالة التحليلية 5 » فإننا نحصل من العلاقة (4) على 


و2 2و 2 


ع (0 ,”)لا 
تمر + (8 - () ومه «ى27 - 0 5 


نف 49 2 

حيث 2 مم>م . هذه الصيغة الأخيرة تعرف بصيغة تكامل بواسون 

واسصعمء لوموعاه 1 موووزوط للدالة التوافقية سه فى القرص المفتوح المحدد بالدائرة 70> ”, 
العلاقة () تعطى تحويلا تكامليا خطيا من (ه,م”)»ة إلى٠‏ (0,6 . قلب هذه التحويلة » 

عدا بالنسبة للمعامل (1/)22 » هو الدالة الحقيقية 

0 توم 


م (8 - ج)ومه م270 - ور (0 - روم 


والذى يعرف باسم قلب بواسون اعمع! «موولوط . الدالة (8- ضرمم تمثل أيضناً 


صيغ التكامل من نوع بواسون لدف 


بالصيغ (*) » ونرى من ثالث هذه الصيغ أن الدالة تكون دائماً موجبة . بالإضافة إلى 
ذلك » فحيث أن العدد (2/)3-2 ومرافقه (2 -2/)5 هما نفس الاجزاء 
الحقيقية » فإننا نجد من الصيغة الثانية فى (*) أن 


0 3 3 ( 52 ص 35 عثم) 2 د (8 - لومم 


اا 
إذن 6- 9صو)م دالة توافقية فى المتغيرين 8 + م لنقط داخلية م© لكل نقطة ثابتة 
وعلى © . نلاحظ كذلك من معادلة () أن (8- ,مم2 دالة زوجية دورية فى 
المتغير ©-© دورتها 2*5 وقيمتها تساوى واحد عندما 20م 

يمكننا الآن كتابة صيغة تكامل بواسون (5) على الصورة 


>2م 1 
كك 44 (4رو6(ة - وصومام | سد - (6رهن 
حيث (إومر>م . وفى الحالة الخاصة عندما 1 ح (بررح)» - ()ثر» تبين معادلة (9) أن م 
ها الخاصية : 
0 ف ١‏ ( 22 1 
1 ع ول (8 - ورجرومم ُ 2 
حيث 70> مر 


لاحظ أننا افترضنا أن ؟ تحليلية ليس فقط عند جميع نقط داخلية م© بل كذلك عند 
نقط م© نفسه وأن ه تكون بالتالى توافقية فى نطاق يحوى جميع نقط هذه الدائرة . وعلى 
سبيل الخصوص »؛ نا تكون .متصلة على 00 . فيما يلل سنخفف من هذه الشروط . 


٠‏ - مسألة دريشلت لقرص علكلط ه عمء ممعاطمعط أعاطعتمتم م 
افرض أن 1 دالة معطاة للمتغير (م2 > 6 > 0) 6 » وأنها متصلة قطعة بقطعة . سنثبت 

أن الدالة 
١‏ > 1 
9 449 (0(7)0 - ورتممام ب[ دج - (#رمانا 

حيث رو > ا ء والتى يمكن أن نطلق عليها تحويلة تكامل بواسون للدالة لون تحقق 
الخصائص التالية : 10 تكون توافقية لجميع نقط داخلية الدائرة ‏ ممم . وأن 
(0) م > م (7)0 ح (0,)ن مهنا 


وعم 


لكل قيمة ثابتة 6 تكون عندها 7 متصلة . 


5 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


إذن تكوننا حلا لمسألة دريشلت للقرص 70> ء بمعنى أن القيمة الحدية ‏ (00)/ 
تكون نبهاية (00,0] عندما تقترب النقطة (مسم) من النقطة 60,8 عل 
امتداد نصف قطر ء عدا عند عدد محدود من النقط 260.68 التى تكون عندها 
الدالة 8 غير متصلة . 

قبل أن نبرهن التقرير المذكور أعلاه . دعنا نستخدمه لإيجاد الجهد (0 6[ 
داخل اسطوانة دم حيث الشروط الحدية تلك الموضحة بشكل (77) » بمعنى أن 
الجهد ينعدم على أحد نصفى السطح ويساوى الوحدة على النصف الآخر للسطح . وقد 
سبق حل هذه المسألة فى بند (87) باستخدام التحويلات الحافظة للزوايا الموجهة . فى 
صيغة )١(‏ نكتب /ا بدلا من لا » 1- مم و 0- (5)4 عندماج > فو > 10 - (7)0 عندما 


75 > © > + لتحصل على 


ودت- ع 1_ 00 
و2227 له وزاك ا بر جرع وار 


تكامل غير محدد للدالة (,م,1)م هو 


8 


35 4 1 م سقاءة 2 ع كل نا 

وذلك لأن الدالة المكاملة هنا هى مشتقة هى الدالة فى الطرف الأيسر بالنسبة 
“إلى ين . هذه الدالة تعطى القيمة ج- عندما 2/ج- - 2/ن/ والقيمة ج# عندما 
2 - الا وذلك حتى تكون دالة متصلة تزداد قيمها من #- إلى +22 
عندما تزداد 2ن من 2/- إلى 2# . هذا هو المدى المطلوب لقم 0/2 وذلك 
لأن 0-60 - ”# وأن 6م و© تتغيران من 7 إل 27 ومن صفر إلى 27 
على الترتيب , إذن 


5 1 46 
31 د لا له اققامية - ) 2 إناكا ده / سفاعمة ع (0,م) لاع 
7 - 2 )- 


1 1 


حيث من الواضح فيزيائيا أن قم 0314 تقع فى المدى من صفر إلى .2 
بتبسيط الصورة التى حصلنا عليها للدالة (7ج) مهة من هذه المعادلة الأخيرة » نجد أن 


2م 1 1 
غ2 31 5 مقاءءة > 0) 3 2 6 21 0 - (0,م)لآ 


صيغ التكامل من نوع بواسون يون 


وهذا هو الحل الذى حصلنا عليه قبل ذلك بدلالة الإحدائيات الكارتيزية . 

الدالة (] المعرفة بالعلاقة )١(‏ توافقية على داخلية الدائرة م,-ء وذلك لأن م 
دالةتوافقية فى المتغيرين م » م على نفس النطاق . وأكثر تحديدا » نلاحظ أنه حيث 
أن 8 متصلة قطعة بقطعة » فإنه يمكن كتابة التكامل )١(‏ كمجموع عدد محدود من 
تكاملات محددة كل منها دالته المكاملة متصلة فى 4 ,6 ” . المشتقات الجرئية لهذه 
الدوال المكاملة بالنسبة لكل من اللمتغيرين 248 تكون أيضاً:متصلة . وحيث أنه 
بمكن تبديل ترتيب عمليتى التكامل والتفاضل بالنشبة إلى +606 وحيث أن م تحقق 
معادلة لابلاس فى الاحداثيات القطبية 68م ٠‏ فإنه ينتج أن الدالة ل تحقق معادلة 
لابلاس أيضاً . 

للتحقق من وجود الشرط (؟) , فإننا فى حاجة لإثبات أنه إذا كانت 8 متصلة 
عند 6 » فإنه لكل عدد موجب هم يوجد عدد موجب 8 بحيث 
)2( > |(0)" - (ه,م)ن | 
عندما 6>م-مم >0 
من خاصية )٠١(‏ بند (99) » يمكن كتابة المتباينة (5) على الصورة 


530( 8 | 4 [(0)" - (م)"](0 - 0 | 


سنجد من الملائم أن نوسع نطاق تعريف # بحيث تصبح دورية ودورتها 27 وذلك 
حتى تصبح الدالة المكاملة دورية فى © وها نفس الدورة 
حيث أن 5 متصلة عند 6» فإنه يوجد عدد موجب صغير » مناظر للعدد الموجب 
المعطى 6 بحيث أن 
و>54-581| عندما »4 |ه6-ف| 


دعنا نكتب 
2 + 6 1 
,4ك [(0) - (ه) 0(]4 - وريوم)م 8 237 د مط 
5 +-6, 1 4 
.ف [(1)0 - (فل)](0 - ورمروم)م 1 2 - 10 
و بالتالى يمكن كتابة المتباينة (5) على الصورة 


1 
0 .ع > ارمار + ز)2 | 


4 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


حيث أن ظ دالة موجبة القم فبمراعاة خاصية )٠١(‏ بند 48 » ينتج أن 
و مو م ( ينج 
ين + 8 1 
و4 |(0) - (4) |(8 - لصوم | دك مدقا 


6 2م ام 
د - 9 (0 - ونره5 رج > 


طلما كانت وم>>م. 

بعد ذلك , تذكر أرّا2 - 2(/|5 - 2م" - (8 - فمره)#ولاحظ فى شكل )1١١(‏ أنه 
عندما :570+ ء فإن المقدار 2/2 -5| يأخذ قيمة صغرى موجبة (©):” عندما تتغير السعة 
© للعدد ى بين » + م و +2 + » - ق. إذا كانت 84 حدا أعلى للمقدار |(0) - (5)4| 
لجميع قم 0 م » فإنه ينتج أن 


3 غ2 1 2و0 
>( 2«( 5 | ما 


عندما ‏ (م0(/)484)سس > م - مم . وبالتالى » إذا احتيرت ©» لتناظر العدد المعطى 08 
فإنه يمكن تعيين العدد 60م » ويكون م > |()ي/| + |(),1| عندما 8 >م- مم 

إذا كان 

71000 2 


- ”2 
هذه إذن قيمة للعدد 6 حيث متباينة ١‏ متباينة . وبالتا 
تتحقق (9) او نك ٠‏ حمق 


التقرير (5) عيدما تاحذ 6 هذه القيمة . 
طبقا للصيغة )١(‏ » فإن قيمة ]ا عند ه-ع تساوى 


1 25 

2 
إذن قيمة دالة توافقية عند مركز الدائرة تساوى متوسط القم الحدية على الدائرة . 
وكتارين سنترك للقارىء فيما يلى مهمة إثبات أنه يمكن تنيل الدالتين «.نا بمتسلسلات 


تحوى الدوال التوافقية البسيطة 0 من" م0م وم ”7 كا يل 


0 >6 )0 محم ج) 2+ (0 - ”)2 


صيغ التكامل من نوع بواسون 55 


3( ولو > م) (250 سلة 8١‏ + 00 وده ,6 | 0 0 + - (1)7,0 


05 .44 54 هذة م درط ,4ك م وم» ”7 : ره 


١‏ - مصسائل القم الحدية المرتبطة ومعاصومط عسلول؟ وممفسياه8 داعم 


سنترك للقارىء كتارين مهمة إكال تفاصيل براهين النتائج المعطاة فيما يل . 
سنفترض أن الدالة # الممثئلة للقمم الحدية على الدائرة 0م -: متصلة قطعة بقطعة افرض 
أن (5)6- - (8 - ج2)م.بذلك تصبح الصيغة )١(‏ لتكامل بواسون المعطاة ببند ٠٠١‏ هى 


)2 9 (0([7)9 + ورروم)ط - (0 - ورتروم)ص] 2 > (0,0)نآ 


الدالة ()اتتعدم: عل .+ نصفى القطرين الأفقيين 0- - 8 , * - 8 للداك ثرقغوهو الأمر امتوقع 
إذا ما اعتبرنا نا على أنها درجة حرارة مستقرة :«الصوعة وقح تمل إذت مسألة دريشات 
للمنطقة النصف دائرية >7 و*>0>8 ( شكل(7١٠)‏ )حيث 0-[ا على 
القطر 48 و 


6 > 0>8.ىىم > م (7)6 ع ,")0 سنا 


ممم 


لكل قيمة ثابتة 6 تكون عندها م متصلة . 
إذا كانت ,(0) > (6 - ج72 2 فإن 


0( :40 (0([7)0 + سروه + (0 - م[ شِ - (#,منا 


و 0 (0,م)ونا عندما.ج - 8 أو 0 - ٠0‏ الصيغة (") تعطينا بذلك دالة توافقية فى المنطقة 
النصف دائرية ,0 >2 >0>0 ( شكل )٠١7(‏ ) وتحقق الشرط (؟) علاوة على 
الشرط أن مشتقتها فى اتجاه العمود تنعدم على القطر 8ه . 

الدالة التحليلية 22/2 ترسم الدائرة م,-|2] ف المستوى المركب 2 فوق 
الدائرة 121-70 فى المستوى المركب 2 ء وترسم أيضا نخارجية الدائرة الأولى فوق 
داخلية الدائرة الثانية . بكتابة (0) يه +- ع (لنا وت 8 - 2 للاحظ أن 8/ دم 


الل المتغيرات المركبة وتطبيقات 


ولا- ٠0-2‏ بذلك تحول الدالة التوافقية 00,4 الممثلة 
بالصيغة )١(‏ ببند )٠١٠١(‏ إلى الدالة 


انور >2م 1 7 
000 ذم ب رن + م) ووه 278 - 7 ا 3 (0«-عة, إن 


وهذه الدالة الأخيرة توافقية فى النطاق 8<70 . والآن فبصفة عامة إذا كانت (0,) 
توافقية فإن الدالة .(8-,206 تكون توافقية كذلك (انظر تمرين )٠١(‏ من هذا 
البند ) . إذن الدالة 20 - بإبه/2مم)نا - (ره)8 2ء أو 


2# 1 
5( ف () ل( - فوط | سد - د (ل )18 


حيث .+<8 ء تكون أيضاً توافقية . ولكل قيمة ثابتة / تكون عندها (/)# 
متصلة نجد من شرط (؟) بند (١٠٠0)ء‏ أن 


زفنة لو < 4ع (/» - (بإره)قها ص 


إذن الصيغة (4) تحل مسألة دريشلت للمنطقة الخارجية للدائرة م» -8 فى المستوى 
ال مركب 2 ( شكل )٠١*(‏ ) . ونلاحظ أن قلب بواسون يكون سالبا فى هذه الحالة » 
وأيضاً 


صيغ التكامل من نوع بواسون لذن 


فى يي 1ل - 44 (لر- فرلروم)م أ يد 
27120 
2 1 
.44 (7”)0 | سد 1 
ف 44 "4١‏ ,]| د - (وإبع)ظ سثر 
تمارين 

١‏ - استخدم صيغة تكامل بواسون )١(‏ ببند )١٠١ ٠(‏ لاستنتاج الصيغة 

5 ؛ مماعمة 5 0) لسع علب سمه (لو ريدن 


لجهد الكهرباء الساكنة داخل الأسطوانة 1 - > #بر+ *د إذا كانت 1 - 8١‏ على الربع الأول 
(0 < بر ,ن < +) من السطح الأسطوانى وكانت 6- </ا عل بقية السطح . لاحظ كذلك 
أن لا-1 هو حل تمرين (8) بند (85) . 

0 - افرض أن 7 ترمز للحرارة المستقرة فى قرص 1 كم أو جهه معزولة . عندما 1-1 
على القرس,20 >6 > ومن الحافة1 - م و 7-0 على بقية الحافة » حيث 7/2 >00 >0 . 
استخدم صيغة تكامل بواسون لإثبات أن 

وبرزير - 1-2 


ك ؛ سقامعة 5 0 ا 1 لالت 
2( توي 2(وير ‏ بر) له 1(2 - 


1 
00 - جح (رز,ا)1 


حيث ..6 ده - مر . تحقق من أن الدالة 7 تحقق الشروط الحدية . 


* - افرض أن 1 دالة الدفع الأحادية أغدودة «مناعدس عولسامص1 انملا عاتمة] الآتية 
عد و8 >8 >ى8 1 
اه 9 3 #أعوة- ور 
2# > 8 > 8 + م86 6ه و8 > 8 5 0 و 0 
حيث 4 ثابت موجب و .2 >8 5 0 لاحظ أن 


6040-1 - 1 
بمساعدة نظرية القيمة المتوسطة للتكاملات ١‏ اثبت أن 


99 - ارتروتاط - فك (و8 - ف8(1)0 - فرترو5)6 | ب 
0 


3-5 المتغيرات المركبة وتطبيقات 


حيث 0< ,,م >مء وبالتالى عندما تؤول4» إلى الصفر من خلال قيم موجبة فإن قلب 
بواسون ,8 6,,,م)ص يكون هو النباية للدالة التوافقية على داخلية الدائرة م -» والتى 
الحدية تمثل بدالة الدفع (م0 -21),04 ٠‏ 
- اثبت أن الصيغة بتمرين )١١1(‏ بند (15) التى تعطى مجموع متسلسلة جيوب امام يمكن 
كتابتها على الصورة 
1-2 


5 
يي صم - 10 ووه 6 28 +11 


حيث 1>* >1- . وهن ثم اثبت أن قلب بواسون يمكن تثيله بالمتسلسلة (8) بند )9١ ٠(‏ . 

ه - ائبت أن المتسلسلة فى الصيغة (8) بند )٠١١(‏ تقاربية تقارب منتظم بالنسبة إلى وم 
احصل من الصيغة )١(‏ بهذا البند على المتسلسلة الممغلة (8) هناك . 

5 - استخدم علاقتى (4) . )١١(‏ ببند )٠١١(‏ لايجاد درجات الحرارة المستقرة 710,0 
فى اسطوانة مصمتة 70 ك75 طوها لانبانى إذا كان 6 5م46 - 700,4 . اثبت أنه 
لا يوجد سريان للحرارة خلال المستوى 0-0و . 

٠7‏ - احصل على الحالات الخاصة الآتية 
أ .بلك لاقل - وروم - ولاح فبازرواها "| لد - (لإبلالة 

1 

(ب) فك (لا - فباروماط + ورج فمالروماها | سر ل (لاي9)8 


لصيغة (4) بند )١٠١١(‏ وذلك للدالة التوافقية 51 فى المنطقة غير المحدودة 
,و" < #,ج > ل > 0الموضحة بشكل )٠١4(‏ بفرض أن هذه الدالة تحقق الشرط الحدى 
>ل >0 <ع#) ()” - (لإب87)3 معلا 
على نصف الدائرة وأن الدالة : 
أ( تنعدم على الشعاعين 4ه و عرص ٠‏ 
(ب) تنعدم مشتقتها فى اتجاه العمود على الأشعة 4ه و 6م . 


م - اعط التفاصيل الكاملة لاستنباط الصيغة ١١ ١(دنب )١(‏ )كحل لمسألة دريشلت المذكورة 
هناك للمنطقة الموضحة بشكل )٠١5(‏ . 


صيغ التكامل من نوع بواسون 58" 

4 - اعط التفاصيل الكاملة لاستنباط الصيغة ("") بند )١١ ١(‏ كحل لمسألة الشروط الحدية 
المذكورة هناك . 0 

٠‏ - استنبط صيغة (4) ببند )١+1(‏ كحل لمسألة دريشلت للمنطقة الخارجية لدائرة ( شكل 
)٠١“*(‏ ) . لتبين أن (4 ,مر توافقية عندما تكون (6, 0 توافقية 
ارجع إلى الصورة القطبية لمعادلة لابلاس المعطاة بتمرين )١1١(‏ بند )3١(‏ . 

. صحيحة‎ )٠١١1( اذكر لماذا تكون صيغة (5) بند‎ - ١ 

.)١١1( استبط معادلة (لا) بيند‎ - ١ 


- صيغ التكامل لنصف مستوى عمواط 6لد!ظ د ءه؟ عواسسدوظ لدعوعاما 
افرض أن 6 دالة تحليلية للمتغير 2 لجميع نقط نصف المستوى 0< خ م1 وبحيث تحقق ١‏ 
خاصية الترتيب الآنية 
00 (0 < 2 هل) > |(2)/ة | 
لعددين ثابتين موجبين ,84 . لنقطة ثابتة 2 فى الجزء الواة قع أعلى انحور الحقيقى افرض 


ع عي ا ا ابر ا ا يه 
الاتماه الموجب » حيث || <8 ( شكل )٠١0(‏ ) . إذن فطبقا لصيغة تكامل كوشى , 


3ت #04 1 45 (ا/ م 1 
لسع + 5-2 مل ع2 >1 
3 
2 ا 6 
شكل (ه١٠)‏ 

أول هذه التكاملات يقترب من الصفر عندما تؤول * إلى مه وذلك لأن ريم > |(مرا 
و بالتالى فإن 

0 
م .2<0صسن0 ادا دده 016 


وبسبب الشرط )١(‏ » يكون التكامل المعتل اعلاه تقاربيا . والعدد الذى يقترب منه هو 
نفسه قيمة كوشى الأساسية له . ١‏ انظر بند (275) ): .. الصيغة (9).هى صيغة تكامل 


نا المتغيرات المركبة وتطبيقات 


كوشى لنصف المستوى 0< 2 هل 

عندما تقع النقطة + فى الجزء الواقع أسفل المحور الحقيقى » ينعدم الطرف الأيمن من 
معادلة (7) » وبالتالى ينعدم التكامل (*) لمثل تلك النقطة . من هذا ينتج أنه عندما تقع 
2 فى الجزء الواقع أعلى المحور الحقيقى فإننا نحصل على الصيغة التالية : 
4 ورريك + عمم) جه - هر 


271 - 


حيث 0< 2 من[ 6» ثابت اختيارى . 
للحالتين 1- -» ,1 -» تؤول هذه الصيغة على الترتيب إلى : 


)2( ,(0 <رر) 7 1 
6 0 سن » لإللدا 0 1- هار 


إذا كانت (ز,)نة + (نزرع)» - (2)ر ء فإنه ينتج من صيغتى (5) » (7) أن الدالتين 
التوافقيتين «ا,؛ يمكن تمثيلهما فى نصف المستوى 0 <رربدلالة القم الحدية للدالة ها بالصيغتين 


1,0 مم1 10 >م 1 
2372 ,(0 <بر) 41 لج 1 -01 الما لع - (رصان 
)0/0 - 0 -م 1 
انث .(0<رر) “ري يمر أ - (ار عدن 


الصيغة (/) تعرف بصيغة تكامل بواسون لنصف المستوى . أو صيغة تكامل 
شفارتز . فى البند التالى سنخففب. من الشروط اللازمة لتحقق صيغتى (7)و (8) . 


١٠٠“‏ - مسألة دريشلت لنصف المستوى عسواط 11915 ه مه؟ سيعاطمعم أعلطءتواط م 


افرض أن 7 دالة حقيقية للمتغير الحقيقى » , محدودة لجميع قم مومتصلة لجميع قي « » 
عدا عند عدد محدود من القفزات المحدودة على الأكثرعندما ء < «,ه/! ك |«احيث 6 أى 
ثابت موجب » يكون التكامل 
4 )5 

شرج 2(ر- )م 
منتظم التقارب بالنسبة للمتغيرين بر , * » تماماً ما هى الحال لتكاملات المشتقات 
الجزئية للدالة المكاملة بالنسبة للمتغيرين «,* . كل من هذه التكاملات هو مجموع لعدد 
محدود من التكاملات المعتلة أو المحددة على فترات تكون فيبا الدالة 8 متصلة » و بالتالى 


:]هما 


صيغ التكامل من نوع بواسون ام 


فإن الدالة المكاملة لكل تكامل من تكاملات المجموع هى دالة متصلة ف المتغيرات 3.5.6 
عندما .8< . وبالتالى » فإن كل مشتقة جزئية للدالة (1)»,5 تمثل بتكامل المشتقة 
المناظرة للدالة المكاملة طالما 0 <بر. 

سنكتب . #/(لق,»ة)آبر - (نز )0 . إذن لا هى تحويلة تكامل شفارتز للدالة 8 » 
كا يستتبع من معادلة (/) . بيند )٠١5(‏ ه 


١‏ هر مم1 
4 .روحس ملبتس | !- «من 


مع إغفال المعامل +/1 » يكون القلب هنا مساويا للقيمة 2ج - /|/بوهذا القلب هو الجرء 
التخيل للدالة (2 - 1/6 التى تكون تحليلية بالنسبة للعدد المركب # عندما 0<ير . من 
هذا ينتج أن القلب دالة توافقية » وبالتالى فإنها تحقق معادلة لابلاس ف المتغيرين د, . 
وحيث أنه يمكن تبديل ترتيب عمليتى التفاضل والتكامل هنا » فإن الدالة )١(‏ تحقق 
تلك المعادلة . وذلك يستتبع أن تكون الدالة نه توافقية عندما 0<بر. 

لاثبات أن 
0( (0<ن 9 - (رم)نا سخ 


لكل عدد ثابت « تكون عنده 8 متصلة » فإننا نضعم مو بر + برح ؛ ف الصيغة )١(‏ 

1 ١ 0 3 

5 .0<س عه (م ها برج جم 2 | 1- ورومن 
15-2 


إذا كانت 
)"7 - ( جتهامر + )ل ع (مربر,ءا) 0 


وكان » عددا ثابتا موجبا صغيرا » فإن 


4 3 
(رامط + (راية + (ررط - 4 (رركم9 ._] - [و)" - (روم)ناا 


حيث 


2-6 ع+2/»- 
« (رطم6 .] -(رة سه (ررك)6 ١‏ ] - ترط 
»+2/- 2- 

2/2 
:4 «رل,ه)6 | > (روة 
>»-2/ه* 


إذا كان 84 حدا أعلى للمقدار ,|5)0|ا عفإن 23 ك | رحن | .إذا أعطينا 
عدداموجباةفإننا نختار عددأ » بحيث |ه>»#ل/دة », إذن 


6 86 
٠ح‏ > 2306 ك |(وة| و ->هعلكمقة > |(ارا 


؟لع المتغيرات المركبة وتطيفات 


سنبين فيما يل أنه يوجد عدد موجب ق مناظر للعدد 6 بحيث 


5>اهنا طالا 8>بر>6 


حيث أن # متصلة عند «» فإنه يوجد عدد موجب ( بحيث 
به | (تونز )0 > |" هه إبر > 0 
ع > المنرنم)© | طالما ب« > | ههااير 


لاحظ أن القيمة العظمى للمقدار |+هة؛)| عندما تتغير م يينن + 2/ج-- و»-2/2 تساوى 
»غم - © - 2/>) هذا . إذن إذا كتبنا »85 مح 6 مفإنه ينتج أن 


5> ددم > إدرة| ‏ طاللا ‏ ق>بر>ه 


بهذا نكون قد أثبتنا أن 
م > إع| + إض)ية] + إسة| طلنا .ق>بر>6 


من هذه النتيجة الأخيرة والمعادلة (4) ينتج مباشرة أن الشرط )١(‏ متحقق . 

من هذا ينتج أن الصيغة )١(‏ تحل مسألة دريشلت لنصف المستوى 0<بر 
وذلك بافتراض وجود الشرط الحدى (؟) . من الواضح من الصورة (7) للصيغة )١(‏ 
أن 34 ك |(د,»)نة| فى نصف المستوى حيث 86 حد أعلى للمقدار 5001| » أى أن لآ 
محدودة . ونلاحظ أن - (3,) نآ عندما .0 )ام حيث و1 مقدار 
ثابت . 


طبقا للصيغة (8) بالبند السابق فإن الدالة 


هعم مم1 
4 (0 <نن رجت _[ ج - «ركارا 

» تحت شروط معينة على الدالة 8 » تكون مرافقا توافقيا للدالة نة المعطاة بالصيغة )١(‏ . 
وفى الحقيقة فإن الصيغة (6) تعطى مرافقا توافقيا للدالة 11 إذا كانت 5 متصلة عند 
جنيع النقط . وذلك فيما عدا عند عدد محدود من القفزات المحدودة على الأكثر » 
وإذا كانت # تحقق خاصية ترقيب,1 > [#5000اء حيث 0< . وذلك لأنه تحت تأثير 
هذه الشروط نجد أن 17,7 تحققان معادلتى كوشى ج ريمان عندما 0< برا.ء. 

وسنترك كتارين الحالات الخاصة من الصيغة )١(‏ عندما تككون 7 دالة فردية أو 


زوجية . 


صيغ التكامل من نوع بواسون يننا 
- مسألة توعان للقرص عاوتط ه مه ممعلطممط ممفسولة ىم 
يا فى بند (89) وشكل ١(‏ م سنكتب (46) 9ه 0 ع د ,(10) وه م - 2 حيث 70 > ر 
عندما تكون و ثابتة فإن الدالة 


لق ”0 |2 - 5| مآ مم2- - (0 - ورم :)0 
[2م + (8 - ف) وم م2 - توم] همآ م - - 


تكون توافقية لجميع نقط داخلية الدائرة م - |2| وذلك لكونها الجرء الحقيقى للدالة 

|2 - د| همآاىء2-حيث الفرع القاطع للدالة (8-) ع1 شعاع خارج من النقطة و . وإذا 

كان » علاوة على ذلك » 0و و فإن 

زف (4-0) وم ع2 ثة_ وهر 
+ (8 -ن) ومو ع2 - ثور م 


[1- (0 - فرسرومم] 8 - 


- 6 ووو ,0 


حيث « قلب بواسون المعرف بالمعادلة () ببند (99) . 

هذه الملاحظات ترجح أنه يمكن استخدام الدالة © لكتابة تمثيل تكاملى لدالة توافقية 
لا تأخيذ مشتقتها ,لا فى اتجاه العمود للدائرة م- قيما مفروضة (6)0 ٠‏ 

إذا كانت © متصلة قطعة بقطعة وكان ىلا ثابتا اختياريا فإن الدالة 
م >6 ولا + 49 (0(6)9 - فرنرو9 "ل و - (0رمانا 
تكون توافقية وذلك لأن الدالة المكاملة توافقية فى المتغيرين م م . إذا كانت القيمة 
المتوسطة للدالة © عل الدائرة تساوى الصفر » 
0 0- و4 (64 و 
إذن » طبمًا لمعادلة (؟) , 

فه () ١19‏ - (9 - و رعومه] ل “ل لد - (0ر6)رنا 
6ك (064 - وعومم 7 8ك - 


0 


والآن فمن معادلتى ٠ )١(‏ (5) بند )٠٠١(‏ نجد أن : 


70> م0 (6)0 - هف (0(6)4 - جومم 2 سنا 


27 ونم 


4 المنغيرات المركبة وتطبيقات 

إذن 

2 (م >6 (6)0 - (0,م)رنا سخا 
وعدم 


لكل قيمة من قم 0 تكون عندها © متصلة . 

رع بوكر اانه سمارة -م ؛ فإنه ينتج من معادلتى (9) » (4) أن ونا 
هى قيمة ل) عند مركز الدائرة 

عندما تكون © متصلة قطعة بقطعة و تحقق معادلة (5) » فإن الصيغة 


30 ولا + هك (2[10)4م + (8 - () ومن موي2 - توم] مما و لك - - (0,م)نا 


حيث .م>م ء تحل مسألة نويمان للمنطقة الداخلية للدائرة م,->»حيث )6 
هى المشتقة فى اتجاه العمود للدالة التوافقية ‏ 0,6 على الحدود بمفهوم شرط 
(9"). 
القم (وبن يمكن أن تمثل درجات حرارة مستقرة فى قرص 7>70 أوجهه 
معزولة .2 فى هذه الحالة ينص الشرط (ه) على أن الفيض الحرارى فى القرص خلال 
حافته يتناسب مع )6 . شرط (4) هو الشرط الفيزياق الطبيعى المطلوب ليكون 
إجمالى المعدل الكلى لسريان الحرارة مساويا للصفر وذلك لأن درجات الحرارة لا تتغير 
مع الزمن . 
ومن الممكن كتابة صيغة مناظرة لدالة توافقية 54 فى النطاق الخارجى للدائرة م»-م 
بدلالة © .على الصورة 
202 و8 + فك (4) ©( - ف4,ظا,م )09 1 2 - - )2 
حيث مم < #) ,يم ثابت . وكا سبق » سنفترض أن © متصلة قطعة قطعة وبأن 
0( 0 - هك و 


(لا,11)16 مدنا - 116 


ا م )6 - (لإبقرا1 سار 


لكل شن تكون عندها © متصلة . 
التحقة من صحة صيغة (7) وكذلك دراسة حالات خاصة من صيغة (”) التى 


صيغ التكامل من نوع بواسون مو 


يمكن تطبيقها للمناطق الدائرية سنتركه للقارىء كتارين . 


ه٠٠‏ - مسألة نوعان لنصف المستوى عصواط 6لةآ1 ه 55 ستعاطوءط ممفصسيعلا 4 
افرض أن ادانع دالة متصلة لجميع قبم »« » فيما عدا لعدد محدود من القفزات المحدودة 
على الأكثر » وافرض كذلك أنها تحقق خاصية ترتيب 

200 (60 > بد > مه-) 3 > مدا 

حيث 4<1. لكل عدد حقيقى ابت ؛ تكون الدالة |4 2|هم1 توافقية فى نصف 

المستوى 0 < 2 ص[ . وبالتالى » فإن الدالة 


" مم1 
20 ون + 4 )6 | - 2 ]| مآ ]-- ضمان 


6 1 
,0 <0) ونا + له ()0تر+ #« - 4] وملا د - 


حيث 0< وى ثابت حقيقي ٠»‏ تكون توافقية فى نفس ذ نصف المستوى . 
لقد كتبنا صيغة )١(‏ اخذين فى الاعتبار صيغة شفارتز )١(‏ ببند )٠١*(‏ » وذلك 


لأن صيغة (؟) تعطى 
1 5 
('؟ ‏ .روس م *] 1 «صمرنا 
من معادلتى )١(‏ . (5) ببند )١٠١*(‏ ينتج أن 
5( (0 <نن )© ع (در)رنا ذا 
0جور 


عند كل نقطة »« تكون عندها :) متصلة . 

من هذا نرى أن صيغة التكامل (؟) تحل مسألة نويمان لنصف المستوى 0<ر 
مع افتراض وجود الشرط الحدى (5) . ولكن يجب ملاحظة أننا لم نضع شروطا كافية 
على © لضمان أن تكون الدالة التوافقية نا محدودة عندما يزداد |2| 

عندما تكون © دالة فردية » يمكن كتابة صيغة (؟) على الصورة 


تر ةر 


)2 .(0 < بر,0 < ع) سمس 0 1 2 ع (نز عن 


وهذه تمثل دالة توافقية فى الربع الأول. 0 < بر,ه < بد » علاوة على أنها تحقق الشروط 
الحدية 


لحان المتغيرات المركبة وتطبيقات 


لك ,(0 < بن 0ع (ر,0)0 


[(49 .(0 < بر ,0 < ع )© ع (نر,ع)رنا سنا 
0 


يمكن وصف قلوب جميع صيغ التكامل للدوال التوافقية التى عرضنا لها فى هذا الباب 
بدلالة دالة حقيقية وحيدة للمتغيرات المركبة بز + برع ع أ | “سدس هج 
200 ,(مد عو ج) |” - عج| عماع (سرال 
وهذه الدالة الأخيرة هى دالة جرين «مناعسهظ! و'معم,0 للجهد اللوغاريتمى فى المستوى 
المركب 2 . وهى دالة متائلة » بمعنى أن (د,س)ك - .(ارع)ك . صور القلوب التى 
استخدمت فيما سبق بدلالة 8 ومشتقاتها ستعطى فى المارين . 


تمارين 
١‏ - استنتج الحالة الخاصة الآتية من صيغة )١(‏ بند )١١7(‏ : 


+ - (مال 


1 1 9« 
06 أمججح- بيع كك 


حيث0 < بر ,0 < #ءلدالة محدودة 87 وتوافقية فى الربع الأول من المستوى وتحقق الشروط 


الحدية 
,(0 < بر 0ع ,0ن 
,(0 < بر ورج عو عد ,0 < +) )5 - «ررج)ن جما 


حيث « محدودة لجميع قم « الموجبة ومتصلة لمجميع قم عر الموجبة عداعند عدد محدود 
على الأكثر من القفزات المحدودة عند التقط رد ( ,... ,2 ,2-1) 
١‏ - استنتج الحالة الخاصة الآتية من صيغة )١(‏ بند )١١7(‏ : 


1 1 د 2 
احجج ح+جججا -ههانا 


وذلك لدالة محدودة 87 توافقية فى الربع الأول من المستوى وتحقق الشروط الحدية : 


,(0<م«ّ 0ع (ر,0)0 
,(0 < «ز ورد عو عد ,0 < ع) )م ع (نربر) ل حصنا 


(0<بر 0 يي :4 )ا 


حيث ”# محدودة لجميع قم بر الموجبة ومتصلة لنفس القمم عدا ربما لعدد محدود من 


صيغ التكامل من توع بواسون بدا 


القفزات عند عدد محدود على الأكثر من التقط رعود دع : (5ى.. ,2 ادن . 
ابدل محورى ».3 كل مكان الآخر بيند )٠١*(‏ بحيث يكون 


60د س1 
سبج | ب - ضعانا 


هو حل لسألة دريشلت لنصف المستوى 0< .اكتب 


(0<ي 


(1 >ير > 1- ,0< م«) 1 مز 
(1<ابر| ,0<ع) - هم 0 


مم اسسنتج الصيغ التالية للدالة ومرافقتها التوافقية 0 


1[ جر 1+ 1 
: سح وويويع ‏ مل مواويج - ع (نز,ء«)نا 
3 1 0 77 0 
+ بر) قير 


1 
بستي ية وو ات 
1 بو قي 8 2 460 


حيث 0 .2+ 5 همادعة 5 2/<- - كذلك اثبت أن 


,(2 - 2) همة - (1 + ع) مآ - [(نرىد)نا؛ حل (ترء) /1]م 


0 


حيث بز + ردج ., 


افرض أن (7),3 تمثل درجات الحرارة المستقرة المقيدة فى صفيحة 0< بري0< + ذات 


أوجه معزولة عندما 
(0)و” ع (جزرمد) 2 2 و مير > (رر)7 يهنا 
حيث (0 < بر,0 < بن ( شكل )٠١5(‏ ) . وهنا و1,5" دالتان محدودتان 


ومتصلتان فيما عدا عند عدد محدود على الأكثر من القفزات المحدودة . اكتب 
#- لوذ+» وائبت باستخدام العلاقة فى تمرين )١(‏ أن 


(0< ,0< (زو »)1 + (نز, )2 ح (ررمة) 1 


المتغيرات المركبة رتطبيقات 


ل 0 
آذآ -- / ص 2١‏ 


1 1 عر 
4 م«إجتر عليا) 1 2 ح (ز,) 2 


2 -خة]| 


ه - استنتج صيغة (7) ببند (4 )٠١‏ كحل لمسألة نويمان للمنطقة الخارجية لدائرة مستخدما 
فى ذلك النتائج السابق الحصول عليها فى هذا البند . 
1 - استنتج الحالة الخاصة الآتية من صيغة (”) ببند (4 :)١١‏ 


9 (916)48 + فرجرو)© - 0 فورترم 0 "| ل - (رم)نا 


لدالة 10 توافقية فى المنطقة النصف دائرية.م >8 >0 ,., > م والتى تحقق الشروط الحدية 


>م) 0ع ,م)نا ع (110,0 
7 
5 >9 >0.ىم >م) (©)© ع (9,م)رلا مهنا 


لكل 6 تكون عندها © متصلة » وبفرض أن 
9- هه 69 إل 
م - افرض أن (3,خ)7 ترمز لدرجات الحرارة المستقرة فى صفيحة ,0 < بر ,0 < »د 
وجهاها معزولان وه7-0 على الحافة 0-.الفيض الحرارى عبر الصفيحة على امتداد 
القطعة المستقيمة ‏ 1>» >0 من الحافة 2-0 يساوى مقدارا ثابتا 4 ١‏ وبقية 


تلك الحافة معزولة . استخدم صيغة (8) ببند )٠١8(‏ لإثبات أن الفيض الحرارى إلى 
خارج الصفيحة على امتداد الحافة ه-» يساوى 


1 4 
+ 0 108 م 
فى ا" 5 


8 - ائبت أن قلب بواسون يعطى بالمعادلة 
2 
1 م832 7م75 


حيث (ري)جج هى دالة جرين التالية 


صيغ التكامل من نوع بواسون حكن 


,[2م + (8 - ف) ومه عم2 - 2م] همآ 4 > |« - ع | هومآ ع (مارعاك 


حيث 44) مه م ح ج ,(#4خ) همده م ع ور 


اثبت أن القلب المستخدم فى تحويلة تكامل شفارتز ببند )٠١*(‏ يمكن كتابته على الصورة 


َ ا 0 
مد[مة مسمأسة 2إ2ه-م[| 


حيث # هى دالة جرين : 
و[*(ه ع مر + 02 ع ع)] عمآ ؤ ع إسر- ع | ممح («سرج)عر 


حيث ‏ رن + ير جع ونث اي عبر ؛ ومع اعتبار »1 دالة فى المتغيرات الحقيقية الأربعة 


10 وك ولق 6ل 


لفجلالثا وكش 


إفاضة فى نظرية الدوال 
115 01 لإدمعغط!' «عطاسآ 


لقد قمنا فى الأبواب السابقة باستبعاد الكثير من المباحث - فى نظرية الدوال - التى 
لم تكن أساسية لاتصال تسلسل العرض فى حينه . ومع هذا فإن عددا لا بأس به من 
هذه المباحث لابد وأن يحتل مكانا ما فى أى مقرر تمهيدى وذلك بسبب أهميتها العامة 
وسنقوم بإدراج هذه المباحث فى هذا الباب . 


( إمتداد تحليل ته ماده عا زلممة 


سنستعرض أولا كيف أن سلوك دالة توافقية فى نطاق ما يتعين تماماً بسلوكها فى فقة 
أصغر محتواة فى هذا النطاق . بعد ذلك سنطرق مسألة مد نطاق تعريف دالة تحليلية . 


5 - الشروط التى فى ظلها يكون 0- مار 
0 > (2)ر/ معتطى ععلصه وسمعتفهمت 
فى بند (17) أثبتنا أن أصفار أى دالة تحليلية تكون معزولة إلا إذا انعدمت الدالة 
تطابقيا . أى أنه » عندما تكون دالة م تحليلية عند نقطة ما م2 » فإنه يوجد جوار 
© > إمة - 2| بحيث تكون 0-(2ر على هذا الجوار بأكمله أو أن لا يكون للدالة 6 
أصفار فى هذا الجوار فيما عدا ربما عند النقطة م2 نفسها . 
افرض الآن أن ى2 نقطة تراك فقة لا نهائية وأن ه-2)؟ عند كل نقطة ‏ تنتمى لهذه 
الفئة . إذن كل جوار للنقطة م2 يحوى صفرًا من أصفار م مختلف عن النقطة م2 نفسها » 
وإذا كانت 6 تحليلية عند م2 ء فلابد وأن يوجد جوار ما للنقطة م2 بحيث 2-0 
عند كل نقطة 2 من نقط الجوار . جميع المعاملات (مع) رو !ه/(م2)ر حيث... ,2,3 ,1 دون 
فى مفكوك تايلور للدالة ()؛ حول ىه تكون بالتالى مساوية للصفر . وبالتالى إذا كانت 


يذخا المتغيرات المركبة وتطبيقات 


الدالة 6 تحليلية على داخلية دائرة ما م, - مه - 2[ » فإنه ينتج أن 20 (م)ر ف القرص 
المفتوح م#> امت - ة|. 

وعلى سبيل المخنصوص . إذا كانت 62-٠‏ عند كل نقطة # فى نطاق ما يحوى ل » 
أو عند كل نقطة من نقاط قوس يحوى ىد ء وإذا كانت 6 تحليلية فى قرص مفتوح 
ه, > |20 - 2! فإن (): تنعدم تطابقيا على هذا القرص المفتوح . 

سنقدم الآن النتيجة الأساسية لهذا البند . 

نظرية : إذا كانت ؛ دالة تحليلية على نطاق 2 وكانت 2-٠‏ عند كل نقطة 2 من 
نقاط نطاق أو قرس يقع داخل « . فإن ه-2) عند كل نقطة من نقاط 2 . 

سنبرهن هذه النظرية أولا فى حالة ما إذا كانت ه-(: عند كل نقطة 2 من نقاط 
نطاق م8 يقع داخل 8 . افرض أن مه أى نقطة من نقاط م8 وإفرض أن 6 أى نقطة 
تنتمى للنطاق < ولا تنتمى للنطاق م . حيث أن النطاق يكون دائماً مترابط » فإنه 
يوجد مسار مضلعى © » يتكون من عدد محدود من القطع المستقيمة المتصلة نهاية 
بنهاية » ويقع بأكمله فى النطاق 8 ويصل النقطة مو بالنقطة . ( شكل )1١37(‏ ) . 

الآن الدالة التحليلية 6 لها مفكوك على صورة متسلسلة تايلور حول كل نقطة ه من 
نقاط © » ونصف قطر دائرة التقارب يكون عددا موجبا ما )8 . ومع هذا » سنتفق 
على أن نكتب 1 - (80 حينا يكون نصف القطر هذا أكبر من الواحد » أى أن 
1 > )8 > 0. بالطبع قد تمتد دائرة ما (8) > |ى- 2| فيما وراء 2 . 


شكل 109 ) 


من أجل برهان ما نبغيه سنكون فى حاجة إلى حقيقة أن © دالة متصلة فى 8. 
للوصول لتلك الحقيقة » إفرض أن و أى نقطة من نقاط © وأفرض أن عد + 5 نقطة ما 
على © قريبة قربا كافيا من ه بحيث (20 > |ى4| . من هذا ينتج أن م تكون تحليلية فى 
القرص المفتوح 


إفاضة فى نظرية الدوال وم 
امد| -()8 > إ(مة + ص) - 2| 


الذنى مركزه النقطة مه +ى ( شكل .))٠١8(‏ ولكن قد تكون + تحليلية فى 
الحقيقة فى قرص مفتوح أكبر مركزه عند مد+ى إذن إمد| - 86 < (مد +د مم » أو 
)0 .أمذ| 5 [8)0 - (مة + 8)5] - 

إذا كان )5 ك (مة + )5 » فإنه يمكن كتابة المتباينة )١(‏ على الصورة 
0( .|مذا ك |8)0 - مد + )8 | 
من ناحية أخرى » إفرض أن (86 < (عى + ىج . لاحظ أنه إذا كانت * نقطة واقعة فى 
القرص المفتوح 
5" . 
فإن 


,أكذ| - (مة + )8 > | - 2| 


.(عذ + )8 > زمذ| + | - 2| ك |(ة + ) - | 


)١١8(لكش‎ 


الدالة , تكون إذن تحليلية عند 2 وذلك لأن هذه النقطة تقع داخل دائرة التقارب حول 
عه +ى .وبالتالى » فإن القرص المفتوح (7) يكون محتوى فى القرص المفتوح 
0ه > إه - | أى أن » )8 > إمد| - (عة + 506 » ومرة أخرى تتحقق المتباينة (؟) . 


بإستخدام المتباينة (1) » نرى أن |8)9 - (هة + )8 | يكون أقل من أى.عدد موجب 8 
عندما يكون || أقل من كل من ه و (8). أى أن : 
0 - رمه + )8 نز 
وبهذا يكون قد اكتمل اثبات أن © متصلة عند و . 
عند إعطاء تمثيل بارامترى 20 - : ,3 ك : 5م » للكفاف © ء فإنه يمكن اعتبار 


لفن المتغيرات المركبة وتطبيقات 


© دالة ذات قم حقيقية [2)0]# المتغير حقيقى وأنها تكون متصلة وموجبة على فترة مغلقة 
محدودة . من هذا ينتج أن الدالة 8# يكون ها إذن قيمة ضغرى موجبة م8 . إذن الدالة 6 
تكون تحليلية فى القرص المفتوح #0 > وى - 2| »الذى سنرمز له بالرمز م4 .حيث أن 1-6 
عند كل نقطة فى النطاق م8 الذى يحوى موء فإنه ينتج أن ه-(42 عند كل نقطة # 
فى القرص المفتوح ,4 . وهذا ينتج من الملاحظات التى ذكرناها سابقة لمنطوق النظرية . 

إفرض أن 6 > وك و... ووى ورى روى متتابعة من نقط © بحيث 

.5 ,1,2 ع قل 0 > |ردره - ركا ك 486 

كا هو موضح بشكل (101) » يوجد حول كل نقطة زه قرص مفتوح ره نصف قطره 
م© تكون 6 تحليلية عليه . حيث أن المركز ,ك للقرص المفتوح ره يقع فى النطاق 

مه الذى تكونٍ (2), مساوية للصفر عليه » فإنه ينتج أن ٠‏ -0»؛ على ,4 .١‏ بالمثل , 
يقع مركز القرص المفتوح يه ف النطاق .رك » وبالتالى فإن 6م-©» على يه. 
بالاستمرار على هذا المنوال » فإننا سنصل حت إلى .4 ونجد أن .0- (مير .بهذا يكتمل 
برهان النظرية فى الحالة التى يكون فيها 62-0 عند كل نقطة من نقاط نطاق 

م8 محتوى فى داخلية النطاق 2 . 

افرض الآن أن 22-0 على امتداد قوس فى 3 . إذن يوجد قرص مفتوح ء أو نطاق » 
محتوى فى داخلية © حول أى نقطة على القوس » وبراعاة الملاحظات التى ذكرناها سابقة 
لمنطوق النظرية . نجد بسهولة أن 62-0 على هذا القرص المفتوح . إذن » نتيجة للحالة 
التى أكملنا برهانها فى التو » يمكننا أن نستخلص أن 42-٠‏ عند كل نقطة من نقاط 8 . 


٠١‏ - ثبات الصيغ للمتطابقات الدالية 
5ع أ)شدعل1 لمممتاعصه؟ 01 عسدرهن1 ذه ععمعسفسط 

افرض أن ؟رج دالتان تحليليتان فى نفس النطاق 2 وأن )م -(1 عند كل نقطة * من 
نقاط نطاق أو قوس محتوى فى 2 . الدالة ط المعرفة على أنها (6ع -(4)2 -0)ط تكون أيضاً 
تحليلية فى © » كا أن ه-2)ظ على النطاق الجزى أو على امتداد القوس . إذن 6 -2)« على 
النطاق 12 بأكمله » أى أن )ع -2: على النطاق 12 بأكمله . بهذا نكون قد أثبتنا 
النتيجة التالية . 

نظرية ١‏ : الدالة التى تكون تحليلية فى نطاق 2 تعين بصورة وحيدة على 2 بواسطة 
قيمها على نطاق » أو على امتداد قوس , محتوى فى داخلية « . 

كمثال توضيحى ء الدالة عم هى الدالة الوحيدة الشاملة التى يمكن أن تأخذ القيم حم 
على امتداد قطعة من المحور الحقيقى . علاوة على ذلك » فحيث أن *-» تكون شاملة 


إفاضة فى نظرية الدوال كن 


وأن 1-*-ءم طلما كان »« عدد حقيقى » فإن الدالة 
حيس 
تكون شاملة وتأخذ قيما صفرية على امتداد المحور الحقيقى بأكمله . وبالتالى فإن 
1-0 توت 
عند جميع النقط » وتتحقق المتطابقة عم/1 - *-ن لكل عدد مركب 2 . 
ثبات الصيغ هذا لمتطابقات أخرى بين الدوال » عند انتقالنا من متغير حقيقى إلى متغير 
مركب » يمكن أن يبرهن بإتباع نفس الأسلوب . سنقصر اهتامنا فى النظرية التالية على 
الفصل المام من المتطابقات التى تحوى فقط كثيرات حدود فى الدوال 
نظرية ؟ : إفرض أن (ر«,...,رس,رس)م كثيرة حدود فى « من المتخيرات ر« » 
وافرض أن «,... ,2 ,1-) بر دوال تخليلية للمتغير 2 فى نطاق 2 يحوى فترة 
ما م>رم من محور السينات . إذا كانت الدوال ,: تحقق المتطابقة 


)2000 ,0 ح [0) رك .. .() ,00 رام 
على تلك الفترة 3 فإن 
55 0 - [(عيل. ٠.‏ .(عادل 0ه لاط 
على النطاق 8 بأكمله 


الطرف الأيسر من معادلة (؟) يمثل دالة تحليلية للمتغير 2 فى النطاق المعطى » وهو 
يساوى صفر على امتداد قوس فى هذا النطاق » وذلك طبقا للمتطابقة ٠ )١(‏ إذن المتطابقة 
)١(‏ تتحقق على النطاق يأكمله 5 
لتوضيح هذه النظرية , دعنا نعتبر كثية الحدود: ‏ #رموجةربر ب (وسر ربط والدالتين الشاملتين 
2 هله ع (2)ر وء ومه - (2)رر.عل احور الحقيقى) - 1 - بر تومه + عد هه - [(00)كر,() و/ر]ط. 
إذن » 1-0 -ج تومه + ع تمزو عد [(2(,:)2) ,ا أو 1ج 2ووه + ع 2هزة على المستوى 
المكب + بأكمله 
م6٠‏ - د و حدانية الامتداد التحليل دهأ)هسناده0 عنازتهج4 5ه ودعمعسولدنا 

تقاطع دمناءمومعام1 نطاقين ,2 وؤيوط هو النطاق ره م2 المكون من ججميع 
النقط المشتركة بين كل من ,2 وو2. إذا وجدت نقط مشتركة بين النطاقين » فإن 
اتحادهما نهنا .8 ب ,2 يتكون من جميع النقط التى تنتمى إلى ,2 أو 22 » ويكون 
وه نو نطاقا أيضا. 

إذا كان لدينا نطاقين 81 و 22 بينهما نقط مشتركة ( شكل )٠١1(‏ ) ودالة و4 تحايلية 
ىق رطء» فإنه قد يوجد دالة وى تحليلية فى 82 بحيث () م - ر)كر لكل نقطة من نقط 


أذ “0 المتغيرات الركبة وتطبيقات 
التقاطع ره ميط . إذا تحقق ذلك فإننا نسمى «؛ الامتداد التحليل 

سم عسسنهم عنارتعده 15 للدالة ر إلى النطاق يم . 
إذا ما تحقق وجود هذا الامتداد التحليل «؟ » فإنه يكون وحيدا » وذلك حسب 
نظرية (1) من البند السابق » وذلك لعدم إمكانية تحقق وجود أكثر من دالة تخيلية فى 
وم تأخذ. أيضاً القيمة )51 عند كل نقطة + تنتمى للنطاق ,2 م,ه وتقع فى 
داخلية وه . بالرغم من ذلك » إذا كان هناك امتداد تحليلى و؛ للدالة ج؛ من النطاق رو 
“إلى نطاق 83 يتقاطع مع و2 كا هو موضح بشكل )٠١9(‏ » فليس من الضرورى أن 
يكون (2),/- (2):/ صحيحا لكل تنتمى للنطاق ,8 م يل . ف البند التالى سنوضح 
حقيقة أن هذه السلسلة من الامتدادات التحليلية لدالة معطاة من نطاق و2 قد تؤدى إلى 
الحصول على دالة مختلفة معرفة على 81 . 


بي 
3 


إذا كان و؟ الامتداد التحليل للدالة ,6 من نطاق و8 إلى نطاق و8 » فإن الدالة 8 
المعرفة كالتالى : 

ه2688 و (2)ر 

يه 28 و )22 

تكون تحليلية فى نطاق الاتحاد وط ن ,م ٠.‏ الدالة م هى الامتداد التحليل إلى 22 ب ,2 

لأى من الدالتين 61 أو ءوفق هذه الحالة يقال أن ور و ور عناصر غمعصء21 للدالة م . 


د امآ 


8 - أمثلة 
دعنا نعتبر أولا الدالة )6 المعرفة بالمعادلة 
ك4 علا - هر 


متسلسلة القوى المعطاة هنا تكون تقاربية إذاء» وفقط إذا» كان 2|>1| . هذه 
المتسلسلة هى مفكوك ماكلورين للدالة (1/1-2 . إذن 

لبد هر 

_ 


إفاضة فى نظرية الدوال لالم 


طالما كان 1 > إ2| » الدالة م5 ليست معرفة عندما 1221 . 
الآن » الدالة 
1 
زفق (1 عوج) حسم - (2)2/ 


معرفة وتحليلية عند جميع النقط فيما عدا عند النقطة 2-1 حيث أن 2)0؟ 200 
داخل الدائرة 1- ٠2|‏ » فإن الدالة و؛ تكون الامتداد التحليل للدالة ,؛ إلى النطاق 
المكون من جميع نقط المستوى المركب * عدا النقطة 2-1 . وهى الامتداد التحليل 
الوحيد امحتمل للدالة :6 إلى هذا النطاق » وذلك حسب النتائج التى توصلنا إلهها فى البند 
السابق . فى هذا المثال ,؛ تكون أيضا عنصرا للدالة جك . 
من المفيد أن نلاحظ أنه إذا بدأنا بمعلومية أن متسلسلة القوى 

ولام 
تقاربية وأنها تمثل دالة تحليلية للمتغير 2 عندما1 > |2|وأن مجموعها يساوى(+ - 1/)1عندما 
22 فإنه يمكننا استنتاج أن جموع هذه المتسلسلة هو (1/1-2 طاللما 
كان 1 >|2| . هذا ينتج من حقيقة أن الدالة (2- 1/1 هى الدالة التحليلية على داخلية 
الدائرة 1ح |2| التى تاذ القم (-1/1 على امتداد القطعة المستقيمة من محور 
السينات الواقعة داخل الدائرة . 


كمثال توضيحى آخر للامتداد التحليل » اعتبر الدالة 


[هق م 1 -(2),و 
0 
إجراء التكامل مباشرة يكشف النقاب عن أن التكامل (”) يتحقق فقط عندما 
0<ع2 6 وآن 
زفق 


1< هرو 

نطاق التعريف 0< 2862 رمز له بالرمز وط فى شكل )١١١(‏ ء الدالة بع تحليلية هناك . 
افرض أن يع معرفة بدلالة متسلسلة هندسية بالمعادلة 

)5( 1> [م+مل, ا 2-9 


0 
داخل دائرة تقارب هذه المتسلسلة ( أى دائرة الوحدة التى مركزها النقطة 4 -ج ) » 
تكون المتسلسلة تقاربية . إذن 
1 
نف 


1 5 
ع > ووججوح ذ- (تادد 


لك المتغيرات المركبة ونطبيقات 


عندما تنتمى 2 للنطاق 41>1 +2| » الذى رمزنا له بالرمز 82 . من الواضح أن 


(2)و - (2)يو لكل 2 تنتمى للتقاطع يه مره » أن 2 هى الامتداد التحليل للدالة 
ره إلى النطاق و2 . 


)1١١١.(لكش‎ 


الدالة ٠»  6)2(-1/2‏ حيث (0عوج »هى الامتداد التحليل لكل من 1ع,: إلى 
النطاق« المكون من جميع نقط المستوى المركب « عدا نقطة الأصل . وبالتالى تكون 
الدالتين وهروع عناصر للدالة © . 
أخيرا » اعتبر الفرع التالى للدالة 20 :1 
.> > 0,0>86<مو كمه عل - هار 
الامتداد التحليل يم عبر الجزء السالب من انحور الحقيقى إلى النصف السفلى للمستوى 
هو 


1:0 
* +2 > 09> 2 ,0 درو دهت ل - (مارط 


الامتداد التحليل 82 للدالة عبر الجزء الموجب من احور الحقيقى إلى الربع الأول من 
المستوى هو : 
. ده رودم آي كمه عل - هادا 

لاحظ أن (2):/ عد (2)وة فى الربع الأول من المستوى » وفى الحقيقة فإن (2),م- > (2)دم 
هناك . 
-٠‏ مبدأ الانعكاس ممناععقء12 كه عامعسلع عطل1 

فى الباب الثالث وجدنا أن بعض الدوال البسيطة (5 ها الخاصية (2)/- (ت)ي والبعض 
الآخر منها ليس له هذه الخاصية . كأمثلة للدوال التى لها هذه الخاصية » يمكننا أن نذكر 
الدوال 


إفاضة فى نظرية الدوال فلم 


وذلك لأنه عند إحلال : بمرافقها المركب » نجد أن قيمة كل من هذه الدوال تتغير إلى 
المرافق المركب للقيمة الأصلية . من ناحية أخرى » الدوال 
عمة 2 +) كم 24+10 ارة 

لا تحقق خاصية أن صورة * بالانعكاس بالنسبة للمحور الحقيقى تناظر صورة )15 
بالانعكاس بالنسبة للمحور الحقيقى . 

النظرية التالية » والتى تعرف باسم مبدأ الانعكاس أامأعسمم سوناءءاك8 2 تفسر 
هذه المشاهدات . 

نظرية : افرض أن / دالة تحليلية فى نطاق ما 2 يحوى قطعة من محور السينات وأنها 
متائلة بالدسبة محور السينات . إذا كانت (: حقيقية لكل نقطة « من نقط تلك 
القطعة , فإن 


00 (72- ار 

لكل نقطة « تنتمى للنطاق < . وبالعكس . إذا تحقق الشرط )١(‏ فإن 0: تكون 
المعادلة )١(‏ تمثل نفس الشرط على ؟ المعطى بالمعادلة 

زفق (1)2- (8)ر 


حيث ‏ (بزء)نة + (نرو» - (2)/ او 


للق ْ ل ,)0 - (ناب )لط 2 (702 


عندما يفحقق الشرط (7) عند نقطة على المحور الحقيقى » فإن 
:(3,0)ة - (3,0)لة - (0,ند)انة + (0,0)لة - (0) كر 
وبالتالى فإن 0- (00)ن, وتكون 600 حقيقية . وبالتالى فإن النقرير العكسى ف النظرية 
يكون صحيحا . 
لإثبات صحة التقرير المباشر فى النظرية » سنبين أولا أن الدالة (©7 تحليلية على 
النطاق 1 . من أجل ذلك سسنكتب 
(نزة) !17 + رملا - (7)2 - 6 
إذن » طبقا لمعادلة () » 
6 (رم)ه- - (رمت 7‏ ,(أرلا ع (ومانا 


حيث ادم والردا حدم ٠.حيث‏ أن 0ذ+ع) دالة تحليلية فى 16+ » فإنه ينتج أن الدالتين 


١‏ المتغيرات المركبة وتطيقات 


,)ب و ,»)به » وكذلك مشتتقاتهما الجزئية » تكون متصلة على النطاق 1 » م أن 
معادلتى كوشى - ريمان 


,0 - ح ريا ,2 ح بلا 
تكون متحققة على نفس النطاق . الآن» من معادلتى (4) ع نجد أن 
:4 
لي م مل ولا 
وبالتالى فإن ,ن - يع . بالمثل يمكننا إثبات أن 
17ل ع رله 
هذه المشتقات اجزئية للدالتين 1],/ جميعها متصلة » و بالتالى تكون الدالة 1 تحليلية على 


النطاق 2 , 
حيث أن (0)؟ حقيقية » فإن 0-(0,0)م .إذن 
:(0,:)؛ ع (0,): + (2,0)ن ح )از 
أى أن ؛ )5 - )5 عندما تقع النقطة + على القطعة من محور السينات المحتواة فى النطاق 
« . من نظرية )١(‏ يبند )٠١7(‏ ينتج إذن أن 6 -)5 عند كل نقطة ‏ من نقاط 8 
حيث أن كل من الدالتين تكون تحليلية هناك . وبالتالى فإن الشرط (؟) يكون قد 
تحقق » وبهذا يكتمل برهان النظرية . 


تمارين 
١‏ - بمعلومية أن دالتى الجيب الزائدى وجيب القام الزائدى . والدالة الأسية , ودالتى الجيب 


وجيب القام جميعها دوال شاملة » استخدم نظرية (؟) ببند )٠١1/(‏ للحصول على كل من 
المتطابقات التالية مجميع الأعداد المركبة 2 من المتطابقات المناظرة عندما تكون 2 حقيقية 


>6 ع ع طومه + ع طملة 03 2 05 2 هلة 2 ع 22 وزو 
1 ع غطمو- ع ثطومه 0 ؛ 2 5وه > (2 - 2/ج) مأو 
* - اثبت أن الدالة 
1 1 
:+« 2 او بح ع (ادل 


هى الامتداد التحليل للدالة 
1>اءا. و »م »رت إل - تادر 


إلى النطاق المككون من جميع نقط المستوى المركب 2 عدا التقطتين ,د -ء . 


- اثبت أن الدالة 1/22 تمثل الامتداد التحليلى للدالة المعرفة بالمتسلسلة 
١ 0‏ لال ادم 


إفاضة فى نظرية الدوال حيرض 


إلى النطاق المكون من جميع نقط المستوى المركب 2 عدا النقطة 2-0 . 
- اذكر لماذا تكون الدالة 
ج >8 عمج ,0< م الى كمه - هما 
الامتداد التحليل للدالة ( انطر بند )١١5(‏ )ى, 
>7<0,0>8 الى دوه م" - زارط 
عبر الجزء الموجب من انحور الحقيقى إلى النصف السفل للمستوى . 

ه - أوجد الامتداد التحليل للدالة 2 عه.ة من النصف العلوى 102<0 للمستوى إلى 
النصف السفل للمستوى عبر الجزء السالب من احور الحقيقى . لاحظ أن هذا الامتداد 
التحليل يختلف عن 2 106 فى نصف المستوى السفل . 
الإجابة : 08+ هم1 حيث 0<م .+2 >0>89. 

- أوجد الامتداد التحليل للدالة 5 

0 لم أت هار 
إلى النطاق المكون من جميع نقط المستوى المركب + عدا نقطة الأصل . 
الإجابة : 1/23 
/ا - اثبت أن الدالة (1 1/22 هى الامتداد التحليل للدالة 
262<0 الى عله سس ل - عا 
إلى النطاق المككون من جميع نقط المستوى المركب 2 عدا النقطتين ‏ ل م 

م - اثبت أنه إذا أحللنا الشرط أن (0)/ تكون حقيقية فى النظرية ببند )١١١(‏ بالشرط أن 100 
تكون تحليلية فإن النتيجة تتغير إلى (7- -©)/. 

4 - افرض أن 5 ترمز لفئة من نقط نطاق 2 بحيث يكون للفئة 8 نقطة ترام فى 2 . عمم 
نظرية )١(‏ ببند )١١1(‏ بإثبات أن أى دالة تحليلية فى 2 تعين بصورة وحيدة بقيمها على 
الفقة '8 . 


(ب) النقط الشاذة و الأصفار ومءء2 لصه كنسلهط عدادومنة 


سنقوم الآن بدراسة إضافية لسلوك الدوال بالقرب من نقطها الشاذة . 


١‏ - الأقطاب و الأصفار و20 له معلمط 
لقد أوضحنا ببند 0/١(‏ “أنه إذا كان م2 قطب من أى درجة لدالة ؛ » فإن 
00 | يمه > (عار سكا 


يفف المتغيرات المركبة وتطبيقات 
أى أنه لكل عدد موجب © يوجد عدد موجب 8 بحيث 
2 <زهرا طالاكانت ق>امه-:|>0 
كنتيجة هذا » يوجد دائماً جوار ما للقطب لا يحوى أى أصفار للدالة 4 . 

حيث أن الأقطاب هى نقط شاذة معزولة » فينتج أنه إذا كان م قطب لدالة ؛ » 
فإنه يوجد جوار للنقطة م: لا يحوى أى أصفار للدالة ؛ أو أى نقط شاذة للدالة : فيما 
عدا النقطة ,2 نفسها . 

وطبقا تمرين )١7(‏ ببند (1/)ء إذا كان م2 صفرا رتبته : لدالة )4 » فإن م2 
يكون قطبا من درجة *” للدالة الكسرية (1//)2 . عكس هذه النتيجة يمكن أن يبرهن 
بسهولة . وذلك لأنه إذا كان م قطب من درجة #م' لدالة )م ءَفإِنْ الدالة ()و"(مد -ج) 
يكون ها نقطة شاذة مزالة عند و . القيمة المعينة للدالة الأخيرة عند من بحيث تكون 
الدالة الناتجة تحليلية فى قرص مفتوح وم > إمه - 2[ :حول و لابد وأن تكون مختلفة عن 
الصفر . إذا كان هم يرمز لتلك الدالة التحليلية » فإن 
زف 2)و"ه -ع2) - )نل طاماكان مم> |مة -2| > م 


و 
.0غ (4)20 
الآن» الدالة (1/4)2 تحليلية عند 2 » ولعدد موجب ما 0: تمثل بمتسلسلة 
تايلور 


5 1 
لوم > امه - |) “0 توي ”زميق 


حيث ,مك م و 0غو(مت)1/4 -مه.. من معادلة (9) ينتج أن 


و لم >امم م ١‏ لمم عيم رمه - 6 وير 
إذن » إذا كان مد قطب من درجة .« لدالة 0)ج ٠‏ فإن م تكون صفرا رتبته » للدالة 


102 
05 )6 دالة محدودة وتحليلية فى نطاق 8> مت - :| > ٠0‏ 
إذن تتحقق النظرية التالية التى وضعها ريمان مسعمعن8 . 
نذ ية : إذا كانت ء دالة محدودة وتحليلية على نطاق 8 > م - ع ] > 0 فإنه 
إما أن تكون ؛ تحليلية عند م أو أن تكون .2 نقطة شاذة مزالة للدالة » . 
لإثبات ذلك ؛ لاحظ أن (؛ تمثل بمتسلسلة لوران فى النطاق المعطى حول وت . إذل 


إفاضة فى نظرية الدوال إوفض 
كان © يرمز لدائرة ‏ م-|مه-2]) »حيث 8>م » فإنالمعاملات .85 للحدود 
“مج - 1/2 فى تلك المتسلسلة هى ( بند (59) ) 
2 (2)ر _ 


1+« 20 ما 5 


2 2 010100107 


حيث 2.... ,2 ,2-1 عه . حيث أن 5 محدودة » فإنه يوجد عدد حقيقى موجب 34 بحيث 
:(5 > امت - | > 0) لق > |(2) را 
إذن 
انا 
ولكن المعاملات تكون ثوابت » وحيث أن , يمكن اختيارها صغيرة بدرجة كافية » فإن 
(...,1,2 )0 - ,ةق وبالتالى تؤول متسلسلة لوران للدالة : إلى متسلسلة قوى 


.(8 > زم - | > 0) "2 - 2),ه 6 -60/ 


إذا عرفنا (م)؟ على أنه العدد مه » فإنه ينتج أن 6 تكون تحليلية عند م2 . وهذا يكمل 
برهان النظرية . 


١‏ - النقط الشاذة الأساسية ككسلهظ عولسوسلك لوتتمعووير 


سلوك دالة ما بالقرب من نقطة شاذة أساسية لما يكون غير منتظم بدرجة كبيرة . 
وقد سبق الإشارة إلى هذا ببند (15) عند ذكرنا لنظرية بيكار التى تنص على : فى أى 
جوار لنقطة شاذة أساسية لدالة ما تأخذ الدالة كل قيمة محدودة , مع استشضاء وحيد 
تحتمل » عددا لانهائيا من المرات . وقد أوضحنا أيضاً نظرية بيكار بتبيان أن الدالة 
,(1/2) مده حيث نقطة الأصل نقطة شاذة أساسية لهاء تأخذ القيمة 1- عددا لا نبائيا 
من المرات فى أى جوار لتلك النقطة الشاذة . ولن نقوم بإئبات نظرية بيكار » ولكننا 
سنقوم بإثبات نظرية ذات صلة بنظرية بيكار وقد وضعها العالم اير شتراس 
5هم)ومء 1786 . هذه النظرية توضح أن قيمة دالة ما تكون قريبة اختياريا من أى عددا» 
معين سلفا عند نقط قريبة اختياريا من نقطة شاذة أساسية لتلك الدالة . 

. نظرية : افرض أن م2 نقطة شاذة أساسية لدالة ؛ وأن» أى عدد مركب معطى .. 
إذن لكل عدد موجب . .ء مهما بلغ صغره . تتحقق المتباينة 
فق > اء - هارا 


عند نقطة ما » مختلفة عن مه فى كل جوار للنقطة م2... 


1 


تقض المتعيرات المركبة وتطبيقات 


لإثبات النظرية » افرض أن الشرط )١(‏ ليس متحققا عند أى نقطة من نقاط جوار 
8 > مت - 2|حيث 8 صغير صغرا كافيا لأن تكون ؟ تحليلية فى النطاق 8 > |مج - 2| > 0. 
إذن ه < |» - (2)ر | لجميع نقط هذا النطاق » وتكون الدالة 
0 (8 >امة - ع| > 60) سلر- هه 
تحليلية ومحدودة هناك . طبقا لنظرية ريمان ( بند )١١1١(‏ ) تكون 20 نقطة شاذة مزالة 
للدالة بم . إفرض أننا عرفنا (م)ع بحيث تكون ع تحليلية عند م2 . حيث أن ؛ لا يمكن أن 
تكون دالة ثابتة » فإن ع لا يمكن أن تكون كذلك أيضاً » وبالتالى » إذا ما أخذنا فى 
الاعتبار مفكوك تايلور للدالة ع عند جئ » إما أن يكون 60و (20)م أو أن يكون للدالة م 
صفر ذى رتبة نهائية عند و2 . وبالتالى » فإن الدالة 

- 10 وي 

ا 
نقطة شاذة أساسية للدالة 6 . إذن الشرط )١(‏ لابد وأن يكون متحققا عند نقطة 
ما من نقط الجوار المعطى . 


١١‏ - عدد الأصفار و الأقطاب وعلوط نسه دممم2 6ه مءطسسلة ع1 


يمكن تعميم خواص المشتقة اللوغاريتمية التى حصلنا عليها بتمرينى )١7(‏ و )١4(‏ 
بيند (الا) . 

افرض أن دالة ما م تكون تحليلية عند نقط كفاف مغلق بسيط © ونقاط داخليته » 
فيما عدا ربما عند عدد محدود من الأقطاب التى تنتمى لداخلية © . كذلك » إفرض 
؛ ليس لا أى أصفار على © وها على الأكثر عدد محدود من الأصفار التى تنتمى لداخلية 
© . إذن » إذا كان © موجها فى الاتجاه الموجب » 


12 
- 3 7 22 


حيث إة العدد الكلى لأصفار الدالة 6 التى تنتمى لداخلية 5,6 العدد الكلى لأقطاب ؟ 
التى تنتمى لداخلية © . ويجب التنويه إلى أن الصفر الذى رتبته 6 يحصى 0 من 
المرات » والقطب الذى درجته ,7 يحصى م من المرات . 
لإثبات التقرير )١1(‏ » ستثبت أن العدد الصحيح 80-8 يساوى مجموع بواق الدالة 
(02(//2/ عند نقطها الشاذة داخل الكفاف المغلق البسيط © . هذه النقط الشاذة 
هى بالطبع أصفار وأقطاب الدالة م بداحلية © . 


)0 م- لاد يه 


إفاضة فى نظرية الدوال ورم 


افرض أن م2 صفر رتبته 0 للدالة 6 . فى جوار ما للنقطة م2 يمكننا أن نكتب 
زف (©)و"20 - 2) - (عار 
حيث )ع دالة تحليلية فى ذاك الجوار و60 (20). إذن 
(9)2 "امة - ج) + (2)و "2 - هاوه د (2) نر 
أو 
0 ا 
©)5 مده ار 
حيث أن 92/9027 تحليلية عند م2 » فإن الدالة (2(/7)2)”/ر يكون ها قطب بسيط 
عند م2 وباق هذا القطب يساوى ,بم . بذلك يكون مجموع بواق الدالة (2(/)2)/ 
عند جميع أصفار ؛ بداخلية © مساويا للعدد الصحيح ١١‏ 5 
إذا كانرت قطب من درجة ”7 للدالة » » فإن الدالة 
ضف (2)/#"زرة - م) د (2)ا 
يمكن أن تعرف عند م2 بحيث تكون 8 تحليلية هناك » وبالاضافة إلى ذلك » تكون 
0وع)مض إذن فى جوار ما للنقطة |2 » فيما عدا عند النقطة رهج 
نفسها » يكون 
2( ,(2)”*” رمت - 2) - زمار 


2ط "زمه - ع) + رم)ط ا *" (رة - عار - ع (2)ثر 


22 زلنه د هار 
2 ,2-2 ار 


والتى نرى منها أن ()ر/(ع)هسمر ا قطب بسيط عند م2 باقيه يساوى م- .إذن 
مجموع بواق الدالة 16/6" عند جميع أقطاب * بداخلية © يساوى العدد 
الصحيح م .بذلك نكون قد اثبتنا صحة الصيغة )١(‏ . 

صورة ما لنظرية بولزانورقايرشتراس دعدكومءاء 0-18 «ععامظ المألوفة يمكن صياغتها 
كالتالى''2 . كل فئة لا نهائية تنتمى كل نقطة من نقاطها لمنطقة مغلقة ومحدودة يكون 
نا نقطة تراكم واحدة على الأقل فى تلك المنطقة . من الممكن إثبات هذه النظرية 
باختيار متتابعة لا نهائية .....ى,جح من نقط الفئة وتطبيق عملية المربعات العششية على 
تلك المتتابعة ( هذه الطريقة سبق استخدامها بتمرين )١5(‏ ببند (50) ) . 


)١(‏ انظر . على سبيل المثال ع كتاب ظنالنان81:) 4098860 تاليف 1[ إى. تايلور » و.ر. مان 
(مسوكةة .1. ا رعمارع 1 .كظآ.ة). الطبعة الثانية ‏ ص 848 و 492ه 2 9ا91١1.‏ 


لضا المتغيرات المركبة وتطبيقات 


طبقا لتلك النظرية » فإنه يمكن استبعاد الشرط أن عدد الأصفار والأقطاب التى 
تنتمى لداخلية © يكون محدودا » وهو الشرط الذى استخدم فى إثبات الصيغة )١(‏ . 
لأن عدد الأصفار والأقطاب داخل الكفاف المغلق البسيط © لابد وأن يكون محدودا من 
أجل أن تكون الدالة 6 تحليلية عند جميع نقط © ونقط داخليته » فيما عدا ربما للأقطاب 
داخل © » وذلك حيث أن الأصفار والأقطاب تكون معزولة . وسنترك كتابة البرهان 
كتمرين للقارىء . 8 


156 مبداً السعة ءامعمم2 امعسوعة‎ - ١4 

افرض أن © كفاف مغلق بسيط فى المستوى المركب 2 وموجها فى الاتجاه الموجب 
وأن ؟ دالة تحليلية عند جميع نقاط © ونقاط داخليته » فيما عدا ربما لأقطاب تنتمى 
لداخلية © . كذلك افرض أن ليس ا أى أصفار على © . الصورة 1 للمنحنى © 
بالتحويلة (86-« تكون كفاف مغلق ف المستوى المركب « ( شكل ))١١١(‏ . 
عندما تتحرك نقطة ه على المنحنى © ف الاتجاه الموجب » فإن صورتها « تتحرك على 
5 فى اتجاه خاص يحدد توجيه المنحنى 1 . 

حيث أن + ليس ها أصفار على © » فبالتالى لا يمر الكفاف 1 بنقطة الأصل فى 
المستوى المركب *« . افرض أن ىن" نقطة ثابتة على “1 وافرض أن م قيمة ما من قبم 
سعة م» . ثم افرض أن سعة « تتغير تغيرا متصلا ء بادئة بالقيمةوه » عندما تبدأ النقطة 
» من عند و وتتحرك على 3 مرة واحدة فى الاتجاه المحدد له بالراسم (1)2-* . عندما 
تعود « مرة أخرى لنقطة البداية م» » تأخذ سعة # قيمة معينة من قيم سعة م«اء 
وسترمز لهذه القيمة بالرمز ,4 .إذن » التغير فى سعة « عندما تقطع « المنحنى 1 مرة 
واحدة فى اتجاهه الدورانى يساوى مي ,ني لاحظ أن هذا التغير لا يتوقف على النقطة 
الخاصة وس الختارة لتعيين التغير فى السعة . 

العدد مم- 4 هو أيضاً التغير فى سعة ()6 عندما تقطع + المنحنى © مرة واحدة 
فى الاتجاه الموجب » ونكتب 
200 .وه - يو > (2)ر ؤتة عذ 
قيمة المقدار (2)/ عه عه مضاعف للعدد +2ء والعدد الصحيح 

(2)/ كه عل جد 

بمثل عدد الدورات الكاملة التى تقطعها التقطة « حول نقطة الأصل ف المستوى المركب 
» عندما تقطع النقطة 2 المنحنى © مرة واجدة فى الاتجاه الموجب . فمثلا » إذا كان هذا 


إفاضة فى نظرية الدوال فض 


العدد يساوى 1- فإن هذا يعنى أن 5 تدور حول نقطة الأصل مرة واحدة فى اتهاه 


)ا١١٠١(لكش‎ 


فى شكل )1١١11(‏ قيمة (2)/ 378 ع تساوى صفر . قيمة (3:8/)2 ع4 تساوى الصفر 
أيضاً عندما لا تحوى داخلية الكفاف 1 نقطة الأصل . والتحقق من هذه الحقيقة الحالة 
خاصة سيترك للهارين . 

قيمة (2)/ 8:ة عث يمكن تعيينها من عدد أصفار وأقطاب الدالة 4 التى تنتمى لداخلية 

6 

نظرية ١‏ : افرض أن © كفاف مغلق بسيط موجها فى الاتجاه الموجب وافرض أن 
؛ دالة تحليلية لجميع نقاط © ونقاط داخليته , اي ل 
© . كذلك . افرض أن الدالة ‏ ليس ها أصفار على © . ! 


زفق #- لاد هار جيد مه با 
حيث ,م عدد الأصفار وعدد الأقطاب على الترتيب للدالة ؛ والتى تنتمى لداخلية 
© » مع حساب تعدد كل منها . 

برهاننا هذه النتيجة المعروفة بمبدأ السعة يتأسس على في 


5 ع ا 
00 0 ِ 


التى حصلنا عليها فى البند السابق . إذا كان (2)0 - 2 . حيث 8 > : > مء تمثيلا بارامتريا 
للكفاف © » فإن تمثيلا بارامتريا لصورته 1 بالتحويلة 6 -« يكون 
5 .(6515) [()عا/ - رمم د بر 
الآنء طبقا تمرين (7) بيند (47) » 
1م رح ونم 
على امتداد كل من الأقواس الملساء التى يتكون منها الكفاف1.حيث أن 20 و «١')0(‏ 


4م المتغيرات المركبة وتطبيقات 


متصلتان قطعة بقطعة على الفترة 4>/58© » فيمكننا أن نكتب 
مم _ رار امار 
رو ل 41 7 [رمار ل 


أى أن 


و4 12 
00 
بذلك تؤول الصيغة (؟) إلى 5 
14 
4 للد 2 


ا 0 


حيث أن 1 لا يمر إطلاقا بنقطة الأصل ف المستوى المركب « » فيمكننا أن نعبر عن 
كل نقطة على هذا الكفاف بالصورة القطبية (0:) مه م > « . فإذا ما عبرنا عن 1 بدلالة 
بارامتر > على الصورة 
«(4 ك ؟ 5 2 [(14)2] وه (0)م ع (ه)س ع مر 
فإننا نحصل على المعادلة 
,(>)'4ف[(»)ةن] وت (عام + [()هن] وت )ام - (م)م 
حيث ()»م و (ه متصلتين قطعة بقطعة على الفترة .4 5 + ك» . إذن » يمكننا أن نكتب 


مر و ©امر 
04 ]اه 4ص 0 بسع 


1 4 - 108 0 + 00 


ولكن م - (4)م 
.(2)/ عتة هذ - وف - رف - )فق - (4)ة 
إذن 3 


١ 
2 .(2)كرعتة عذا ع‎ 4 


الصيغة )١(‏ يمكن استنتاجها الآن مباشرة من معادلتى (4) و (0) . 

بعد ذلك سنقدم نتيجة مفيدة بدأ السعة » وهذه النتيجة تعرف بنظرية روشيه 
عالعنسه8ه . 
نظرية ؟ : افرض أن كل من :,ج دالة تحليلية عند جميع نقط كفاف مغلق بسيط © 
ونقاط داخليته » حيث الكفاف © موجه فى الاتجاه الموجب .إذا كان |(2|<|9)2)/| 
عند كل نقطة ج على © . فإن الدالتين ©)ر م (2)و + (تار يكون هما نفس عدد 
الأصفار داخل © , مع حساب تعدد كل صفر 


إفاضة فى نظرية الدوال م 


لإثبات ذلك » لاحظ أولا أن 0 ليس لا أصفار على © ء» وذلك حيث أن 
0< |2)و| < |2)/ر| على © . علاوة على ذلك فإن 
1 0< هو | - اهارا < إه)ث + هارا 
على © » وبالتالى فإن الدالة (2)م + (2)/ر ليس ا أيضاً أصفار على © . الآ 
4 > (2)ل مومه ب 


فى عدرلة - [(2)و + (2)ير] وتدعد 0 


حيث ,لا عدد أصفار الدالة (م بداخلية © و ,برل عدد أصفار الدالة (2)و + (2)ثر 
بداحلية © . معادلتى () و (7) تنتجان مباشرة من مبدأ السعة وحقيقة أن كل من 
الدالتين.(2)/ر و )و + )كر ليس لا أقطاب بداخلية © . لاحظ أن 


اط 1 ا كه مذ - [(ع)و + (2)ر] قتةعذ 


)2 القدك | عتدعذ + (2)ر عد عذة - 


0 
التحويلة ,(2)//(ت)ى + 1 - ب ترسم الكفاف © إلى الكفاف 7 الذى يقع داخل الدائرة 
1 >1 سروذلك لأنا > |(2//)2)وا- -|1 - م |على 0©)إذن النقطة 0-6 لا تنتمى لداخلية 
المنحنى 1 » وبذلك تساوى القيمة [(2(//)2)و + ا] عندع4 صفر . إذن» 
(12/ قتةءذ > [(9)2 + (2)/] قنهءذ ويكون للدالة ©)ع +12 نفس عدد أصفار الدالة 
()؟ بداخلية © » وذلك طبقا لمعادلتى (5) » (7). 
كتطبيق لنظرية روشيه » دعنا نعين عدد جذور المعادلة 0 - 1 - ه + 423 7ج بداخلية 
الدائرة 1- 2| . اكتبثمف- - ,1 - م + 27 - ري ولاحظ أن 4- || و 
3 (2)و| عندما 1-ا2| . بذلك تكون شروط نظرية روشيه متحققة . و بالتالل » 
حيث أن )1 لها ثلاث أصفار ( لاحظ أننا حسبنا تعدد صفر الدالة ) بداخلية الدائرة 
2١12-1‏ يكون للدالة )ع +2, بالمثل ثلاث أصفار بداخلية الدائرة 1ع |ء| ٠‏ 
أى أنء المعادلة 1-0 -ج + توه 27 يكون لها ثلاث جذور تنتمى لداخلية الدائرة 
2-1 
محارين 
00٠١‏ افرض أن» عدد مركب ثابت مختلف عن الصفر . اثبت أن الدالة 1/2) مه . التى لها 
نقطة شاذة أساسية عند 2-0 , تأخذ القيمة » عددا لا نهائيا من المرات فى أى جوار 
لتقطة الأصل . 


أليفن المتغيرات المركبة وتطبيقات 


اقتراح : اكتب 0) م«ه مء ده » حيث ,0< وءء وبين أن (1/2) 8© تأخل القيمة » 
عند النقط 40م2+-2 حيث +ء 0 تحققان المعادللات 
1 
ال ا 59775 اكه سك 0 
6002 هما) + تر/ة +( وما) + تيوله 
لاحظ أنه يمكن جعل | صغيرة اختياريا وذلك بإضافة مضاعفات صحيحة 
للمقدار 2 إلى الزاوية .لز » ومع ترك © ثابتة 3 
- إذا كانت ؟ دالة تحليلية فى نطاق ما ه, > مت 2[ >0 .وإذا كانت ى2 نقطة ترام لأصفار 
الدالة , فإنه إما أن تكون م2 نقطة شاذة أساسية للدالة 6 أو أن تنعدم (4)2 تطابقيا . 
برهن هذه النظرية بمساعدة النتائج السابق الحصول علييا ببندى (55) و(١١١).‏ 
- اختبر فئة أصفار الدالة <4/2) هزه 22 وطبق النظرية الواردة بتمرين (؟) لإثبات أن 
نقطة الأصل تكون نقطة شاذة أساسية هذه الدالة . لاحظ أن هذه النتيجة تنتج أيضاً 
من طبيعة متسلسلة لوران التى تمغل هذه الدالة فى النطاق 2|<0| 
- افرض أن © كفاف مغلق بسيط فى المستوى المركب 2 . موجها فى الاتجاه الموجب » 
وافرض أن 0« أى عدد مركب معطى . افرض أن ع دالة تحليلية عند جميع نقط © 
ونقاط داخليته . وافرض أن 0 *(4»2م عند أى نقطة : بداخلية © . إذا كانت 
5« غد (2)و :عند أى نقطة 2 على © , فإن 


6 علو 


ه” - (9)2 6 2 
حيث العدد الصحيخ /( هو عدد النقط 2 بداخلية © التى يكون عندها 60-0 . بين 


أن هذه النتيجة تنتج مباشرة من النتائج السابق الحصول عليها ببند )١١(‏ . ( قارن 
هذه النتيجة بتلك السابق الحصول عليها بتمرين (” )١‏ بند (88) ) . 

- اكمل البرهان ( بند )١١(‏ ) ء المبنى على نظرية بلزانو - فايرشتراس . أنه إذا كانت 
؟ دالة تحليلية عند جميع نقط كفاف مغلق بسيط © ونقط داخليته , فيما عدا ربما 
لأقطاب بداخلية © . وإذا كانت 0(تمر عند أى نقطة من نقط © ١‏ فإن 
أصفار وأقطاب 6 بداخلية © تكون محدودة العدد وتكون الصيغة )١(‏ يد (1317) 
صحيحة . 

- افرض أن ؟ دالة تحليلية عند جميع نقط كفاف مغلق بسيط © ونقط داخليته » وافرض أن 
(2)؛ لا تساوى صفر على الإطلاق على © . افرض أن صورة © بالتحويلة (6)2 -» هى 
الكفاف المغلق 7 الموضح بشكل )١١79(‏ . باستخدام الكفاف 7 2 أوجد قيمة 
(2)/هتةءث . عين أيضاً عدد أصفار الدالة ‏ بداخلية © . 
الأجوبة : 63 


إفاضة فى نظرية الدوال فس 


)١١؟ر(لكش‎ 


30 - افرض أن © يرمز لدائرة الوحدة 1-إ-| موجهة ف الاتجاه الموجب . أوجد قيمة 


1١5 


١ 


(#)رهعة ءذث للدالة 3 
م 22د مر : سه ٌ- هار 


2 

أيضاً . لكل من التحويلات ()1-« المعرفة بهاتين الدالتين » اذكر عدد المرات التى 
تدور فيها النقطة الصورة « حول نقطة الأصل ف المستوى المركب « عندما تقطع 
النقطة 2 الكفاف © مرة واحدة فى الاتجاه الموجب . 
الأجوبة : 2,جه ؛ ا ”# 
بإستخدام المفهوم الوارد ببند )١١54(‏ » اثبت أنه عندما لا يحصر الكفاف 7 النقطة 
5-٠0‏ وعندما يوجد شعاع خارج من تلك النقطة ولا يتقاطع مع الكفاف '1 , فإن 
0ع (2)رهتة عذ ٠‏ 

اقتراح : لاحظ أن التغير فى قيمة (6)2 عه لابد وأن يكون أقل من +2 عدديا 


عندما تصنع 2 دورة واحدة كاملة حول © . ثم استخدم حقيقة أن 2)/همهءد 


مضاعف صحيح للمقدار +2. 
أوجد عدد أصفار كثير الحدود () 22 3ج ب عرو ب كم م رب) 9 م2 22 ل 223 د 4ج2 
داخل الدائرة 1دامل. 
الأجربة : )4 (ب») صفر 
عين عدد جذور المعادلة 1-0 بع + 622 225 ف المنطقة 2 >|2| ٠15‏ 
الإجابة : ثلاثة جذور 
اثبت أنه إذا كان » عدد مركب بحيث ء< إء| . فإن المعادلة م ميم يكون ها 7 
من الجذور داخل الدائرة 1 إج]| . 
بإستخدام نظرية روشيه . اثبت أن أى كثيرة حدود 
0 ةمه 0 "2م ل 71”م_رم + ٠.٠١‏ اورم + مو ع (ج)مر 


بفف المتغيرات المركبة وتطبيقات 


حيث 1<# ء يكون ها بالضبط « من الجذور . من ثم اعطى برهان بديل للنظرية 
الأساسية للجير ( بند (88) ) 
اقتراح : لاحظ أنه يكفى أن نفرض أن 1 -.ه ل ثم بكتابة 
لسهي ره 00 جره + وه - (2)و ,25 > (2)/ 
ثبت أن )م لها م من الأصفار داخل دائرة # -|ء| حيث8 أكبر من أى من العددين 
1و !:.ه| +٠--+‏ .»| + اوه| .لإثبات أن )7 ليس ها أى أصفار أخرى ء بين أن 
0< إه)وز - *اء| ع اجو + | 

عندما م || . 


١ج‏ سطوح رعات وعع دعس مممسصعتع 

سطح ريمان هو تعميم المستوى المركب لسطح ذى أكثر من طية بحيث يكون للدالة 
المتعددة القمم قيمة وحيدة مناظرة لكل نقطة على هذا السطح . حال تصممم مثل هذا 
السطح لدالة معطاة » تصبح الدالة وحيدة القيمة على السطح ويمكن تطبيق نظرية الدوال 
وحيدة القيمة هنا . وبالتالى فإن الصعوبات التى تظهر نتيجة كون الدالة متعددة القيم 
تخفف بإستخدام اختراع هندمى . بالرغم من ذلك » فإن وصف هذه الأسطح وترتيب 
الترابطات المضبوطة بين الطيات من الممكن أن يصير متشابكا بصورة تشكل صعوبة . 
لذلك فإننا سنقصر اهتامنا فقط على بعض الأمثلة المتناهية فى البساطة . 


6- سطح ريمان للدالة 2عه1 


لكل عدد مركب غير صفرى « » يكون للدالة المتعددة القم 
0 + مهمآ ع ع هه1 

قبم مناظرة لا نهائية العدد . من أجل تصور 2 همة كدالة وحيدة القيمة » فإننا نحلل 
المستوى المركب * » بعد استبعاد نقطة الأصل » بسطح تتحدد عليه دائماً نقطة جديدة 
كلما زادت أو نقصت سعة العدد المركب : بمقدار 2# أو مضاعفات صحيحة 
للمقدار »2 

اعتبر المستوى المركب 2 بعد استبعاد نقطة الأصل ا لو كان صحيفة رقيقة ( أو 
طية ) #0 مشقوقة على امتداد الجزء الموجب من احور الحقيقى . على تلك الطية افرض 
أن 8 تأخذ القيم من صفر إلى +2 . افرض أن طيه ثانية و8 شقت بنفس الأسلوب 
ووضعت أمام الصحيفة م8 . بعد ذلك وصلت الشفة السفلى للشق فى 8 بالشفة العليا 
للشق فى 81 . على 1ه الزاوية 6 تأخذ القم من +2 إلى 4# » وعلى ذلك فعند 


إفاضة فى نظرية الدوال اوفك 


تمثيل 2 بنقطة على 121 فإن الجزء التخيلى للدالة 2 هو! يأخذ القنم من .2 إلى عه . 

بنفس الأسلوب نشق بعد ذلك طية ثالثة و8 ونضعها أمام 8# » ونوصل الشفة 
السفلى للشق فى 1 بالشفة العليا للشق فى هذه الطية الجديدة » وهكذا نتابع هذه العملية 
بإضافة طيات جديدة .... ,وك رو . بنفس الأسلوب نشق طية أخرى نرمز لما بالرمز 
8.1 ونضعها خلف الطية م8 ونعتبر أن الزاوية 8 تأخذ القم من 2 إلى صفر 
عليها » ثم نوصل الشفة السفلى للشق فى 8-1 بالشفة العليا للشق فى م8 . وبالمثل نتابع 
هذه العملية بإضلفة طيات جديدة ..د-#,د_#يمكن اعتبار الأحدائيين. ,8 لنقطة ما على أى 
طية على أنها احداثيات قطبية لمسقط تلك النقطة على المستوى المركب الأصل * » حيث 
يقصر مدى الأحدائى الزاوى 0 لمدى محدد قيمته +2 من الزوايا النصف قطرية على 
كل طية . 

اعتبر أى منحنى متصل على هذا السطح المترابط المكون من عدد لا نبا من الطيات 
( أو الصحف) . عندما تتحرك نقطة ماج على هذا المنحنى » فإن قم 2 هوا تتغير تغيرا 
متصلا حيث أن م» بالإضافة إلى + » تتغير الآن تغيرا متصلا » وتأخذ # هوا قيمة 
واحدة فقط مناظرة لكل نقطة على المنحنى . فمثلا » عندما تصنع النقطة دورة كاملة 
حول نقطة الأصل على الطية م8 على امتداد المسار الموضح بشكل )١١7(‏ فإِن الزاوية 
تتغير من صفر إلى .27 . عندما تجتاز النقطة الخط المستقم 20 - 86 فإنها تنتقل 
إلى الطية و8 من السطح . عندما تكمل النقطة دورة كاملة فى 8 » تتغير الزاوية 8 من 

إلى 4# » وعندما تجتاز الخط المستقيم 8-4 فإنها تنتقل إلى الطية 82 . 


شكل(؟١١)‏ شكل(4١١)‏ 
السطح الذى وصفناه هنا هو سطح من سطوح ريمان للدالة ج عه( . وهو سطح 
مترابط يتكون من عدد لا نبا من الطيات مرتبة بحيث تكون 2 هو! دالة وحيدة القيمة 
للنقط الواقعة عليه . 
التحويلة 2 ع6ا-* راسم أحادى لسطح ريمان بأكمله فوق المستوى المركب « 
بأكمله . صورة الطية م8 هى الشريحة 2 ك5 0580 ٠.‏ عندما تتحرك نقطة ج فوق 


ذايكن المتغيرات المركبة وتطبيقات 


الطية 8 على امتداد القوس الموضح بشكل )١١4(‏ » تتحرك صورتها « إلى أعلى عبر 
الخط المستقم 27ح ن » كا هو موضح بالشكل . 

لاحظ أن الدالة 2 هوا المعرفة على الطية و8 تمثل الامتداد التحليل للدالة التحليلية 
وحيدة القيمة 

(2 > 20>86) 6 + مهمآ 

إلى أعلى عبر الجزء المؤجب من لمحور الحقيقى . بهذا المفهوم » لا تكون 2 هو! دالة 
وحيدة القيمة فحسب لجميع النقط 2 على سطح ريمان ولكنها تكون أيضاً دالة تحليلية 
عند جميع النقط هناك . 

بالطبع » من الممكن أن تكون الطيات مشقوقة على امتداد الجزء السالب من احور 
الحقيقى » أو على امتداد أى شعاع آخر يبدأ من نقطة الأصل . وموصلة كم يجب على 
امتداد الشقوق لتكون سطح اخر من سطوح ريمان للدالة 2م10 


- سطح ريمان للدالة #/ام 
كل نقطة مختلفة عن نقطة الأصل » من نقط المستوى المركب ©#ءيناظرها قيمتان للدالة 


ك 8 
٠.‏ |-صزة) +- 1/2 
مه وهم )7 2 


يمكن الحصول على سطح من سطوح ريمان للدالة 1ج بإحلال المستوى المركب 2 
بسطح مكون من طيتين #0 ,,# ٠»‏ كل منهما مقطوعة على امتداد الجزء الموجب من 
انحور الحقيقى مع وضع #1 أمام 80 . الشفة السفلى للشق فى م8 توصل بالشفة العليا 
للشق فى #81 » وتوصل الشفة السفل للشق فى 81 بالشفة العليا للشق فى م8 ٠‏ 

عندما تبدأ نقطة 2 فى التحرك من الشفة العليا للشق فى م8 وتقطع دائرة متصلة حول 
نقطة الأصل فى الاتجاه المضاد لعقرب الساعة ( شكل )١١5(‏ ) تزداد الزاوية 6 من 
صفر إلى 2 . بعد ذلك تعبر النقطة من الطية م8 إلى الطية 1و8 حيث تزداد 8 من 
+2 إلى 4# . إذا ما استمرت النقطة فى ح ركتبا أكثر من ذلك فإنها تعبر عائدة 
مرة أخرى للطية م8 حيث يمكن أن تتغير قهم م من 4# إلى 6# أو من صفر إلى 

و ء وهذا الاختيار أو ذاك لا يؤثر على قيمة 2نم ء إلح . لاحظ أن قيمة 2/ام 

عند نقطة تعبر عندها الدائرة من الطية م8 إلى الطية 81 تكون مختلفة عن قيمة 2/:ج 
عند نقطة تعبر عندها الدائرة من الطية ,8 إلى الطية م8 . 


إفاضة فى نظرية الدوال ا 


)١١١(لكش‎ 

بهذا نكون قد صممنا سطح من سطوح ريمان تكون عليه الدالة 2/:ج وحيدة 
القيمة لكل عدد غير صفرى : . فى هذا التصميم توصل شفاه الطيتين 81,8 كأزواج 
بحيث يكون السطح المتولد مغلق ومترابط . النقط التى يوصل عندها زوج من الشفاه 
تكون مختلفة عن النقط التى يوصل عندها الزوج الثانى من الشفاه . من هذا نرى أنه 'من 
المستحيل فيزيائيا بناء نموذج لسطح ريمان هده . عند تخيل سطح من سطوح ريمان » من 
المهم أن نفهم جيدا كيف نتقدم عندما نصل إلى شفة لشق . 

نقطة الأصل نقطة خاصة جدا على سطح ريان هذا . هذه النقطة مشتركة بين 
الطيتين » وأى منحنى على على السطح حول نقطة الأصل لابد وأن يدور دورتين كاملتين 
حول نقطة الأصل لكى يكون منحنى مغلق . أى نقطة من هذا النوع على سطح ريان 
تسمى نقطة تفرع . 

صورة الطية م8 بالتحويلة 2 ور هى النصف العلوى من المستوى المر كب » 
ولك حيت الس تساوى 0/2 و ك5 6/2 5 0 على ,8 . بالمثل » صورة الطية و12 

بنفس التحويلة هى النصف السفلى من المستوى المركب « . الدالة المعرفة على أى من 
الطيتين تكون الامتداد التحليل ‏ عبر الشق » للدالة المعرفة على الطية الأخرى . من هذه 
الوجهة » تكون الدالة وحيدة القيمة للنقط على سطح ريمان وتحليلية عند جميع 
التقط فيما عدا عند نقطة الأصل . 


/ا ١1١‏ - سطوح لدوال غير قياسية أخرى 
دعنا نصف سطح من سطوح ريمان للدالة الثنائية القيمة 
دق النشكير ؛) وه ومرول - #نز1 - قم د (هكر 


حيث 0 
(6:) وه نم > 2-1 ,(و6) ويه و - 1 + 2 كم هو موضح بشكل )١١5(‏ . لقد سبق أن 
وصفنا ببند (77) فرع هذه الدالة حيث القطعة المستقيمة 8152 الواصلة يبن نقطتى 


مم المتغيرات المركبة وتطبيقات 


التفرع ‏ 1+ -2 فرع قاطع له . هذا الفرع يعطى بالصيغة )١(‏ مع الاشتراطات 
رودم ,0<يم ,2< يم +يم ,25 >8 >0 1,2 -غ) . الفرع لا يكون معرفا 
على القطعة المستقيمة رطرط 

أى سطح من سطوح ريمان للدالة الثنائية القيمة )١(‏ لابد وأن يتكون من طيتين 

م2,ه . افرض أن كلتى الطيتين قد شقتا على امتداد القطعة المستقيمة 2طوط. الشفة 
السفلى للشق فى م8 توصل بالشفة العليا للشق فى :8 » ا أن الشفة السفل للشق فى 8 
توصل بالشفة العليا للشق فى #0 . 

على الطية م8 افرض أن كل من الزاويتين ,6 , .8 تأخذ القم من الصفر إلى »2 ٠‏ 
إذا تحركت نقطة على الطية م8 لترسم منحنى مغلق بسيط » » يحوى بداخله القطعة 
المستقيمة وطوط ».مرة واحدة فى الاتجاه المضاد لعقرب الساعة ٠.‏ فإن كل من 
4 و :6 تتغير بمقدار 2 لدى عودة النقطة لوضعها الابتدائى . التغير في 0,(/2 + ,8) 
يساوى أيضاً +2 » وبالتالى لا تتغير قيمة 4 . إذا رسمت نقطة بادئة حركتها على الطية 
م مسارا يمر مرتين حول نقطة التفرع 1 -ج فقط » فإنها تعبر من الطية 8 إلى الطية 8 
ثم تعبر مرة أخرى عائدة إلى الطية م8 وذلك قبل عودتها لوضعها الابتدائى . فى هذه 
الحالة » تتغير قيمة ,8 بمقدار جه بينا لا تتغير قيمة 62 على الإطلاق . بالمثل » 
لدوران مرتين حول النقطة 1--2 » تتغير قيمة 82 بمقدارع4 بينا لا تتغير قيمة ,8 على 
الإطلاق . مرة أخرى نرى أن التغير فى 6,(/2 + ,6) يساوى ج2 » ولا تتغير قيمة الدالة 
. إذن على الطية م8 من الممكن أن نمد مدى كل من الزاويتين ,8 و ,4م وذلك 
بتغيير كل من ,4 و .0 بنفس المضاعف الصحيح للمقدار 2# أو بتغيير إحدى 
الزاويتين فقط بمضاعف صحيح للمقدار +4 . فى كلتى الحالتين يكون التغيير الكلى فى 
الزاويتين مضاعف زوجى صحيح للمقدار 2 : 


)1١١5 شكل(‎ 


للحصول على مدى القم لكل من ,4 و8 على الطية و8 » نلاحظ أنه إذا بدأت 
نقطة ما حركتها من على الطية م82 ورسمت مرة واحدة مسارا حول إحدى نقطتى 
التفرع فقط » فإنها تعبر للطية #1 ولا تعود مرة أخرى للطية م8 . فى هذه الحالة تتغير 


إفاضة فى نظرية الدوال ضفن 


قيمة إحدى الزاويتين بمقدار 2 بينا لا تتغير قيمة الزاوية الأخرى على الاطلاق . 
إذن » على الطية 81 تأخذ إحدى الزاويتين القم من +2 إلى +4 بينا تأخحذ الزاوية 
الأخرى القم من صفر إلى- 28 . بذلك ياخذ مجموعهما القم من .2 إلى جه » 
وتأخذ 2 + ,6) »سعة (©): » القم من جم إلى م2 . مرة أخرى نجد أن مدى الزوايا 
قد امتد بتغيير قيمة إحدى الزاويتين فقط بمضاعف صحيح للمقدار 4 أو بتغيير قيمة 
كل من الزاويتين بنفس المضاعف الصحيح للمقدار 26 

الدالة الثنائية القيمة المعطاة بالمعادلة )١(‏ يمكن الآن اعتبارها دالة وحيدة القيمة لنقط 
سطح ريمان الذى صممناه الآن . التحويلة (4)2-« ترسم كل من الطيتين المستخدمتين 
فى تصميم سطح ريمان هذا فوق المستوى المركب « بأكمله . 
كمثال آخحر » اعتبر الدالة الثنائية القيمة 


0( شيك )مه يروو - نر تمي - رهم 


( شكل )١١7(‏ ) . النقطا+ ,0- #نقط تفرع هذه الدالة . نلاحظ أنه إذا كانت النقطة 
ترسم دائرة تحوى هذه النقط الثلاث جميعها , فإن سعة ع تتغير بمقدار الزاوية 
وبالتالى تتغير قيمة الدالة نفسها . وبالتالى فإن أى فرع قاطع لابد وأن يمتد من 
إحدى نقط التفرع هذه حتى نقطة اللانباية وذلك حتى يكون بإمكاننا أن نصف فرع 
وحيد القيمة للدالة ع . إذن نقطة اللانباية هى أيضاً نقطة تفرع » وهذا ما يتضح لنا 
بملاحظة أن الدالة (901/2 لما نقطة تفرع عند ه 2 

افرض أن طيتان قد شقتا على امتداد القطعة المستقيمة 12 من 1--2 إلى 0-+ وعلى 
امتداد الجزء وبة من المحور الحقيقى الواقع على المين من النقطة 2-1 . سنعتبر أن كل من 
ا ا 5 على الطية م8 ومن +2 إلى 
4 على الطية 81 . وسنعتبر أيضاً أن الزوايا المناظرة لنقطة على أى من الطيتين يمكن 
أن تتغير بمضاعفات صحيحة للمقدار 2 مع مراعاة أن هذا يحدث شريطة أن يتغير 
مجموع الزوايا الثلاث بمضاعف صحيح للمقدار 4 ٠‏ وبالتالى لا تتغير قيمة الدالة بع . 


لوقن المتغيرات المركبة وتطبيقات 


سطح آخر من سطوح ريمان للدالة الثنائية القيمة (؟) نحصل عليه بتوصيل الشفتان 


السفليتان فى م8 للشقين على امتداد و.آروة للشفتين العلويتين فى 21 للشقين على امتداد 
1 على الترتيب . الشفتان السفليتان فى 81 للشقين على امتداد .ظ,ج1 يوصلان بعد 
ذلك للشفتين العلويتين فى م28 للشقين على امتداد 1-آ,هة على الترتيب . ويمكن 
بسهولة » بمساعدة شكل )١١17(‏ » إثبات أن فرع من فروع الدالة يمثل بقيمها عند نقط 
على م8 وأن الفرع الآخر للدالة يمثل بقيمها عند نقط على #1 . 


تمارين 


١ 


صف سطح من سطوح ريمان للدالة الثلاثية القيمة  1(:/5‏ 2) ما ء ثم بين ثلث المستوى 
المركب ” الذى يمثل صورة كل طية من طيات هذا السطح . 
صف سطح ريمان للدالة 2 هه الذى نحصل عليه بشق المستوى المركب 2 .على امتداد 
الجزء السالب من الور الحقيقى . قارن بين سطح ريمان هذا للدالة 2 10 وسطح ريمان 
لنفس الدالة السابق الحصول عليه ببند )١١©8(‏ . 
عين صورة الطية 40 2 حيث 7 عدد صحيح اختيارى . من سطح ريمان للدالة 2 10 
المعطى ببند )١١8(‏ بالتحويلة جهو -م ٠‏ 
تحقق من أن التحويلة :/: سر ترسم الطية 83 من سطح ريمان للدالة *'2 المعطى 
ببند )١11(‏ فوق النصف السفلى من المستوى المرككب ”« . 
صف المحنى , على سطح من سطوح ريمان للدالة 202 , الذى صورته بالتحويلة 
دج ير كامل الدائرة 1 -إس]| . 
كل نقطة من نقط سطح ريمان المذكور ببند )١17(‏ للدالة )ع5 يناظرها قيمة 
واحدة فقط من قم * . اثبت أن كل قيمة من قم « يناظرها بصفة عامة ثلاث نقط على 
سطح ريمان هذا . 
صف سطح من سطوح ريمان للدالة المتعددة القم 

ا 

5 (لج) - 9 
افرض أن © يرمز للدائرة 2-2-1] على سطح ريمان الذى وصفناه بيند )١1١5(‏ 
للدالة 2 . حيث يقع النصف العلوى من تلك الدائرة على الطية م7 ويقع النصف 
السفلى من الدائرة على 21 . لاحظ أنه لكل نقطة 2 على © يمكننا أن نكتب 


مت 118 


0 2 
حيث 2-02 +8>45> 45-2 . اذكر لماذا يمكن استنتاج أن 


إفاضة فى نظرية الدوال ايض 


مه 2 ل 
عمم هذه النتيجة يمكن تطبيقها فى حالة المنحنيات المغلقة البسيطة الأخرى التى تعبر من 
طية إلى أخرى دون أن تحوى بداخلها نقط التفرع . بعد ذلك عمم هذه النتيجة لدوال 
أخرى . لتحصل بذلك على تعمم لنظرية كوشى - جورساه لتكاملات دوال متعددة 
القم . 
8 - لاحظ أن سطح ريمان الذى وصفناه ببند )١117(‏ للدالة 22-2) يكون أيضأ سطح 
من سطوح ريمان للدالة 
1 سا تج) جاع ع زعام 
افرض أن م5 هو فرع الدالة *::(1 -2) المعرف على المطية م2 » واثبت أن الفرعان 
مط للدالة م على الطيتين يعطيان بالمعادلتين 
02+ كك ح (ه)مط 


00 
٠‏ - بتمرين (4) يمكن وصف الفرع ى؟ للدالة  0(:/2‏ 2م) بالمعادلة 
08 14 تس . 
امه د مه ومسلا- هاور 


حيث ,04 و,ىم تتغيران من صفر إلى 27 » 
.(0:) ماه وم ع 1 عاع ‏ ,(460) مومه رمع 1 جع 


لاحظ أن (:1) معه دم + (,4) مع .م - 22 واثبت أن الفرع وط للدالة 
11 2ج) لجع ع (2)/ يمكن كتابته على الصورة 

"ل مد مسك) هام 
أوجد 86.2052 ولاحظ أن 2< .م +,م و 4(/2[<0 --,8)] دمع ١‏ لجميع النقط 
2 لإثبات أن ١‏ < |(8002| بعد ذلك اثبت أن التحويلة  1('‏ 2 + ب« ترسم الطية 
#0 من سطح ريمان فوق المنطقة 1 <|»| وترسم الطية 81 فوق المنطقة 51|«| . 
وترسم الفرع القاطع الواصل بين النقطتين 1 -ج فوق الدائرة 1-إس| . لاحظ 
أن التحويلة المستخدمة هنا هى معكوس للتحويلة 


2-2) 1 
5-2 00 


وقارن النتيجة التى حصلت عليبا بالنتيجة التى حصلنا عليها بتمرين )١8(‏ , بند )41١(‏ . 


ملحق ١‏ 
المراجع 


تحتوى القائمة التالية على مجموعة من اللكتب الإضافية ويمكن الحصول على الكثير من 
المراجع الأخرى من الكتب المدرجة بهذا الملحق : 


النظرية 


ج216 رع ه1 ملإتملم ص0 عزهه8 11ن1][- نم7110 ,له 20 '*روتونالهصة ع أمده0 '“ :ل نآ رقه20 يدم 


6 ,ارملا 

بلعملا ب«مع11 الإمقرحده© ومتطقتاطنه معذاغطت) **روصتمية11 اممسسكممع '" :1 رتعمفععععيع 
.1253 

رقتاءع8 ,تعصطنه1' .© .8 ,2 ههه 1 .ؤ5أ70؟ *”ر6ترمع طاسعمهعلصسظ ععل طعتظخطمة1“ مد 
.1934 

رققع22 انوع الملا عمل ءطتمهته ”رممنةأمعوومع8 لوممكمم0 * :.ء الأاعمممعتتتمعن 
.1952 ,دملدمآ 


طنط وعواعطن) ,2 مه 1 .015؟ ”ر6[قتمة/ا عع محم جه كممتاعصدظ كن بدرموو] “ سد 
.1954 ,عملا بوع81 ,لإمةمدممن) عمنتطوزا 

رققع22 وانقكع نهنا 05100 **رء أطهقتمة/؟ عه مده 012 كممتاأعصيا ذه برمقط] ** :5 ,8 رتدموعم ‏ 
.7 ,0083ممآ 

1965 ,علقم لا ج716 ,لإمدصصه0) هما اندع ]1 ”رمع اطقتعة/؟ وءامددم2 لمتاومق “ : .7 .1 تووم 


ذان المتغيرات المركبة وتطبيقات 


]0 كممأاعمدظ 01 معط عط 0غ دمتاءن0ممامة مخ :كعلمء5 102ئزة1 غ15“ .م ركتعصاط 
.7 عاعولا بوع71 رقممناق اطنط ععجه2 **رعأطوتعة/ ععامصصمت 

تمع ,وأعاع50 لمع أمسمعطالة11 ممعاععصق ”لمتامععه عتسطامدومآ عط] “ :.ه .0 ,كتتداط 
.7 .18.1 رعممعل 

انوع انمنآ] عولتعط مهن ”رعءأطمتعولا عتع اموه 012 كمملاعصس] 1ه بورمفط] *' :.8 ءة رتتطقهمم 
.1 ,002همآ رقوععط 

,205100 ملإهقم02© يل ممأ ,2 لمة 1 .واه؟ ”,تصمعط؟ ممتأعصبط عنتارلهمف" :.8 عمتسم 
.2 ,1959 

لضن عترمعطأضعده ل لصب عمتعدمعهالة ععطنا معوصبوعاءهلا “ :تتمعتامء .8 3200 رخ ,12[ كلتك 
.1944 ,عاعمل بوع31 ,.عه1 ,ومعطوتاطبظ عممعنعمع نم1 *”رمعمهةعلمد2 عطععتامتلاء 

لإمقمحم0© ومتطقتاطنظ برعاوع/الآ-ممؤتللق4 ,.لء 20 ”,كسالبهعله0) لععمدكلة" :./ةا ,تتمتممز 
.3 ,.ققة14 ,عمنل163 .عمآ 

علعم لا بلع731 ركممتاق تأطوط ععبن12 ””,لإرمعط1 أهنمعنه8 01 قدمتأأهلمناه2 ' :.< .0 ,1000تس1 
,1953 

علوملا بوعل7 ركمملموء اط 1209 **رقمهتاأعصدظ 2ه لإرمعط1 فط 4ه قأمعصموا8 '* :عر رمعموهر 
19252 

مود ,عم1 ,إوط-معل1101 ”,وعاطهتعةل/ا ععامممم0 '* تععمععسسمععم .8 لمة ,3 ,1مول ةلاع 
.1970 ,معقاعمةء 

,لآ ,.ه©) 4ه صهفالتصمعة84 ”,عاطدتعة/ بتعامممن) ع 0 كممتأعمتظ “ :.16 .1 رتلعوممعوكر 
.4 ,20013م1 

,3 هلهة ,2 ,1 .وله؟ ”بعاطوعةم// ععاممه© 2 01 كمماعمد 1ه بممعط] '“ .1 .ىه ,1238171 كتهميدر 
.7 ,1965 ,.آ.1! ,115زان) لموبعاومط ,.عم1 ,الهكطا-عم معط 

066 ,قلعم تلدهع© .لآ بلمطلعمن21 .2 **روعنالزوع 1 04 كساانعلة0 '' : .3 ,2« ,اكور 

,.عه1 رممعق8 لمة عبزللة ,لع .اعم "رؤتولزلهمة ععاممم0© 10 مملأعيلممامآ ‏ .2 ,رلمتعير 
62 ,همغوه8 

,12 ,تتوأقم الآ لضة اأمقطعصنه ,غاه1] **روعاطدتمةل/ا ع«عامدره 05 كامعصواط ' :.ة .د رأككجعم 
.3 ,اهملا بوعل 

#متطوتاطنه رزعاقء9آ-مهؤ15للم4م ”,قع20 كاه ممقتمعن18 0غ ممتاعنملممام] " :.0 رعدمذتومع 
.7 .148335 ,ممتلقع ]1 الإلمقصمه00) 

*'رقء أممصصةة] لمءتععطمة5 لمة امتتمعغه آه لررومعط1] '" :1لكتكوة د .]1 هه ,1 .جا رمه هفرع 
.1944 ,ماصه:ه1 رووع:2 101080 1ه زاأويء لوملا 

-020© ممتطوتاطم2 بزمعع؟< ,.لء 20 **ركسانت1 08 لععمو حل ةق" : اللتخةة .8 .83 20ة .8 .ى رمالام1 
2 ,.ققة]1 ,ممأهدلرعآ لاقوهم 

"رعاطقتعمة/ا »ءاسم ١‏ 0 كممأأعصتظ 04 بترمعط1 عط 0غ ومتاع لامآ“ :.1 .7 ,لمعك 
,لعولا ماع31 ,.عم1 رقده5 لصة :زع11/اا مطمل 

.9 ,002همآ ,كوعءط 'زاأومء المتآ 04010 ''رقده تأعسداظ غ0 لارمعط]' “ :.© .2 ,تتقجهفحتت 11 

لاالقعع نهنا عهل سنن *”كتوزلههة معل140 " :اامككمي بنذ .0ه لمة ,د .8 ,عت مود 
.150 ,مه0هم1 ,ووعرط 


التطبيقات 


7 


-نهتآ طفتلهومع ”رقصملكهعناموهة4 طاته ,ودمتاعماظ علامتللع 0 ممناع نام مم1 ** :8 راجملجامع 
,هه0همآ1 رقوععط 5عتازويء؟ 


ملحق ١‏ : المراجع يدان 


,.عه1 ,.هن) عامم8 الخلآ- جووتء84 .له 30 ”ركع ناقمسعطاة181 لمدمتاومعم0 *' :./ .م تتاععويت ‏ 
.1972 بلعملا بجعقة 

8001 1111ط[-نو م14 ,.له 20 *"ركتدءاطمعط علولا صسملسصنام8 لم معلوعة ععونين7 " ٠م‏ 
.163 بعلتملا بوع71 ,.عم1 ,.م0 

"إانقنء انمنآ عملءطممهت **,روبمعط1 اوععسعل4 لصة [أه10مجعة ]0 قاأمعصمء81 116 ““ :.1 تسعتامده 
.1948 ,مه0صهمةآ ركقعرط 

,هآ ,رقده50 2 نزعللالآ قطمك *”رفزةولهصة أتدععلن ]0 قعلأهدمعطنهقكل] عط '“* :.ى .8 ,ا الاع لانو 
1 أعمل" بنعقم3 

عمل لطمهن) *,مستاعمهةة1 لمة اءعضاءه18[1 ,ه معط لهءتأهمع 142“ :م .د ,ولتخعد 
.125 ,000همآ ,جوع براوق الول 

ع7 ,قمماقعتاطنه +1209 *”ركطم لاه امعمعممع1 [هدمكمم0 04 مقدمتكء11 “ :تر ععومم 
.1952 ارملا 

.1945 لمملا بوع81 ,قوم نوع اطنط م1201 *” رقعتدمةم 1112:2001 “ :ام روحمر 

ر.عهآ1 ,الهقطآ-ععنمعءط ''ركهملأوء ناصمق عتعط) لصة ,كمه6عصبظ لواعمم5 ““ :.74 .اذ ,لاعمعهعر 
.5 .11.1 ,01185 لمم بوعاومظ 

.44 بلعملا بجع131 ,قم00أهوءتأطباط 120362 **رلزاء1)ققاظ '" :.8 ,على لامآ 

,هنآ ,.ه0) ك2 صهااتدعةك14 ”رعنصمهم 1152:2002 امعناءرمعط '" :.14 .1 ,11102450100 الور 
.5 ,نهلهم1 

*',لراتع مقاط 1ه بسمعط1 المع اهمعط و11 عط 2ه كددء اطمعط عتكم8ظ عدممد ““ : .1 .3 ,11/11:1تكا 243131881 
,فلس هاععطاء71 ,مععصنمه:© ,.7 .11 أمطلعمهكم بط 

مذ معممتاعامن1 معطععةمنتاقك ععل ومدلمعهمم " :5نالزمماد .8 0مة ,.؟ عمجت سسععوه 
.949 ,صناععظ ,01300 هقلىء/ا معو مامح5 ”اتمطعة1 لمن علتقرطط 

0غ لعنتاممصة 85 كممتاعمد1 01 رزمعط] *' : 5801ن1ه011111 .>1 3110 ,01182920837 .؟ يه عتدرمع 
عطعة1 04 عأنانتقمآ 5أأعو د طاعهدمة11 ركمعع2 بنقعه1مصطعة 1 ”رقدمعاطمع2 ممتعممهمع 
.1948 ,.حقة11 ,عو210ط تمه ,نزهمامم 

-00© كلوم8 11ز1آ-جوممه11 .له 20 ”,نوا نماعها8 عتتسفقمر مه عتتهاة “ .8 .ىا بلاتاورد 
,0 ,راعملا 7836097 ,.عم1 ,لاوم 

علهه8 الن1ط-ااوونه164 ,له 20 ”,زا تفواع كه بصمعط1 لمعن هتمعط 112 “" : :5 1١‏ رمع اظ1معامو 
.6 ,01لا 11667 ,.123 ملإقهم0011) 

,100013 رووعء8 /زانقطع انهلآ 0100 "رقاع6منومط +10 قده 1أعصناط عأههن ندم “* :.1ز ناوي 
1933 
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ملحق ” : جدول تحويلات المناطق 
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)١8( شكل‎ 

00ج 1 1 7 
1 2ع 0 -2 
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1 
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ادم 1 التتضاحت 
للش | :زوم د - 
2 -ع) 42 ادع 


قائمة المصطلحات العلمية 


فرع قاطع أنه لاعسورظ 
نقطة تفرع أسامم اعموره 
التكامل حول .. عناوم امتتورعء 1 
احدائيات كارتيزية قع اه سروم مدزععاجو0) 
كوفى . أ.ل. انلخ ,لإطعيو 
نظرية كوشى - جورساه ‏ صمعممعط) )قومنام-زطعنو0. 
ل أ عو جومت 
صيغة تكامل كوشى فاناصمه؟ امروعامز بوطعسوم. 
لنصف المستوى عمقام كلفط ممع 
قيمة كوشى الأساسية عتله؟ لممعمكم وطعموت ‏ 


حاصل ضرب كوشى ( للمتسلسلات ) )عمهممم واعنيو) 


معادلتى كرشى - رعات ‏ كص30ا فلاو سمممعن8-زطعيوم 
الصورة القطبية ل ... رمع عوامم وز 
متباينة كوشى ا ل[قسوعم 1 و وطعبيو© ‏ 
كريستوفل .!.ب .15.8 راك أمتوتمه© ‏ 
دائوة التغارب ( لمتسلسلة ) ععمعوعء ددم [ه عاء يت 
جريان سائل أو مائع فنسل؟ ذه ممتاقلس ةن 
كفاف مغلق كتاماوف لءوه010) 
... بسيط عاممنة 
فئة مغلقة )ع5 21050 
مغلقة فئة اعد م 1ه عمسومك. 
الأسس المركبة ككشع ممت ع امسدمن) 
عدد م ركب اع طاتسنام عع أموروت ‏ 
سعة ... 05 العسسعوعةق 
مرافق ... 5 عاموسزدمن 
الجرء التخيلى ل ... ]0 أعقم وعمممتعفسا 
الصورة القطبية ل .. 05 تسمم1 تواوط 
قوى ... و ووم 
الجزء الحقيقى ل .. 5ه امهم لمعي] 
جذور ... 1005 
المستوى المركب عسقام عع امسصمن 
.. الممتد للحي 1 


التقارب المطلق 

القيمة المطلقة 

نقطة تجمع ( أو نقطة ترام ) 
ديناميكا الهواء 

امتداد تحايل 


دالة تحليلية 


زاوية اليل 
زاوية الدوران 
قوس 

... جوردان 


قاعدة السعة أو مبداً السعة 


معادلة يرتول 

دالة بيتا 

تويل ثنانى الخطية 
مفكوك ذى الحدين 
صيغة ذات الحدين 


ععلع رع كمه عأوساموطق 
عسله؟ عأمامقطم4 
لمم قرم ن) هاسستعع4 
قعتسهه و0 وعم 
لاهن اسمتالم عتاولوهدم 
ملاعسصدة عتاولقمسمق 

01 ع سناع ج12 

1 ومع2 
همتاممتاعمأ زه عاومم 
لولاهامء 5ه عاودة 
عردم 

يلاله 

عامسنق 

لفوت 
لحا 
عأمء سارم أمعسيهومم 


ممتكمبوء 5" التموعه 
ممتاعسد!] ماع88 

ممتتم سمه أكممم) روعمتانظ 
متعمومتء امتسمساظ 
فاسصعه؟ لمتسورممنهظ 


اع ممع كوهماومعاء آ1-ومععامظ 


نظرية بلزانو - اي رشتراس 
شروط حدية 
تحويلة ال ... 
نقطة حدية أو نقطة حدود 
مسألة قم الحدية 
دالة محدودة 
فنة محدودة 
فرع من دالة 


15م ومرول مم8 
0 سمتأق مده ثكمو 
أسلمم وعدلمسمر 


سرع اطممم وعنلو؟ جرم لدمسوظ 


موتاعسبة؟ لعلسمسامهظ 

ل نا 

لامتأعسية م كه اعسومظ 
لوماع سمط 


الفرع الرئيسى للدالة ( الفرع الأساسى للدالة. 


المتغيرات امركية ونطبيدات 


كم 
... بسيط الترابط ع رم رامسنع 
نطاقات 5تاتودرهن1 
تقاطع ال ... 05 ومزاعمومع و1 
اتاد الم ... 5ه دمتمن1 
جهد الكهرباء الساكبة امتامعامم عتاوتومماعء11 
... لاسطوانة معلمتاي مآ 
لنصف مستوى عمهلم-ألقط دأ 
بين الواح وهام بعمويعم 
دالة شاملة جمفاعصت؟ عجنامك1 
متساوى الجهد لمنامعءاممسن:1 
نقطة شاذة أساسية أدلمم جعادهوله لامعوور 
السلوك بالقرب من ... ممعم عم تجوطع8 
الباق عد ... )ع عسلزوع 12 
صيغة أو, يلر فلسوره؟ دثرعلنظ1 
مفكوك دمتمممم ]1 
تكبير ( أو راسم مكبر أو تمدد ) معمر 
الدالة الأسية ممتاعمد؟ لدتامعومورير 
معكوس ... كو مومع جم1 
تطبيق ب .. أو الرسم ب رط ومتممو31 
المستوى المركب الممتد عدقام كع امسمء لعلسعارظر 
نقطة خارجية أسلمم عملعء دكا 
شدة امجال انا 
نقطة ثابتة أملمم لعرار 
سائل أو مائع نا 
سرياك .. كه سمتأعلهسءت) 
ضغط .. نينا 
دوراك ... 05 تمتام ام 
صرعة .. ]0 زااعملء/1 
سريان سائل لكك اننا 
... حول جناح لتمكتة تسمطه 
... فى نطاق حلقى سولعع عوانسمه مذ 
... فى قناة أو مجرى اعممقطء مذ 
... حول اسطوانة عع0متان أسمطهة 
... حول صفيحة )هام أستقطه 
جهد ل ... عه؟ اوتأسامط 
3 ربع ا مستوى أممعلةنان دأ 
... فى شريحة نصف لانهائية معاد عاتم كمت تسعد مذ 
... عبر عتبة معاد بعا0 
الفيض الحرارى أقعط زه عدنااكا 
خطوط الفيض وعسنا عحس1 
متسلسلة قورييه وعلمعو معلرمه]1 
تكاملات فريسنل ولسمععاسا أعموءم1 


دالة 


موتاع مس1 


مناطق .. 5ه فسونوء 1 
جهد مركب لمتامعامم عام دم 
متغير م ركب علطمتعة؟ رعامصمت) 
دالة محصلة ( أو دالة مركبة ) وممتاع مد عاأومم سرمت 


05 ناعمل 01 دمتاأوممهم0) 


تحصيل الدوال ( أو تركيب الدوال ) 


راسم حافظ للزوايا الموجهة عتممهط لهدسدمكدمه 
تطبيقات .. 0 مدمنامعنتاممرم 
خواص .. )0 وعتارعهوطط 


وسوفتهحب و آأمصجما لهنتدنوأ00) 
تحويلة حافظة للزوايا الموجهة 


زاوية دوران ك ... 05 ممتامكمء 1و علهسم 
المعكوسة المحلية ل ... ]ون عومعجيا لوعم1 
المعامل القياسى ل ... أه «ماعة) علوعة 
مرافق عأوع د زمم0 
.. عدد مركب اياف 
... توافقى عنمممسولر 
فئة مفتوحة مترابطة أعو سعره لعاعع مدوم 
اتصال واتسستادم) 
كفاف : تنامغوم) 
تقلص أو إنكماش أو تصغير سمتاع هرادم 
تقارب محابعة عع ع5 01 ععمعومء 0009 
تقارب متسلسلة وولمعة 01 ععسعع :0م00 
دائرة التقارب للمتسلسلة للتدياف 
التقارب المنتظم للمتسلسلة مسمكتسنآ 
نقطة حرجة أصامم لمع لم0 
منحنى نيلف 
مغلق بسيط 00ل عامسزة 
نظرية ديمواقر ممعم معطا و'عم وزه34 12 
مشتقة عن و12 


تحقق وجود ( أو كيدونة ) المشتفة دا 
صيغ التفاضل أو الاشقاق ‏ كهاسدصصم6 دملنمتامءى6 )ام 


انتشار حامتود 111 
مسألة دريشلت ددع اطمعم أعلطع تلط 
... للقرص عاولل :ه10 
... أنصف المستوى عسعام-كلقط عم؟ 
5 لربع المستوى ينانا 
... للمستطيل عأوهقاء»ء2 ,ه11 
... لفارجية دائرة عاعنن و ممتعات سمتهوع؟ 107 
... لمنطقة نصف دائرية دمنيءء مقلسعع نمو :10 
لشريحة دضاة :ه10 
نطاق متعده12 
... تعريف دالة ممتاعدهس؟ و كه مؤتاتمقع0 1ه 


... متعدد الترابط لعاععصسى نزامفاسكة 


تحويلة ... 
ديناميكا الموائع ( أو السوائل ) 
دوال زائدية 


متطابقات ال ... 
معكوسات ال ... 
أصفار ال ... 
صورة نقطة 
الصورة العكسية لنقطة 
انحور التخيل 
دالة دفع 
تكامل غير محدد 
تكامل 


قيمة كوشى الأساسية لل ... 


تقاطع النطاقات 
معكوس دالة أو الدالة العكسية 


الصورة العكسية لنقطة 
معكوس نقطة 
تعاكس 
دوال غير قياسية 
سطوح رهات ل ... 
سريان لا دوراق 
راسم حافظ للزوايا 
نقطة شاذة معزولة 
أصفار معزولة 
متساويات درجة الحرارة 
قوس جوردان 


نظرية منحنى جوردان 
تهيدية جوردان 


جناح ج وكوسكى 


متطابقة لاجرانج المثلثية 
معادئة لابلاس 

... متسلسلة لوران 
... منحنيات مستوية 
نجاية 


داأا2 


قائنمة المصطلحات العلسية امم 
01 سمأ أمسصصه أممول تحليلية عتازلممة 
يع تالمهم 1120003 000 لتنا 
كممتاعهس؟ عنام طرعمول] ... محدودة لتونالننا 
فرع من 1 طاعمومظ 
عم6 وعنانامءق1] ... متصلة كتاونامتاده0) 
5ه وعوع جهل ... قابلة للتفاضل أو الاشيقاق علطمتتمعى قغلط 
05 و26 نطاق تعريف ... 01 سمناتمققء0 01 متعسرمط 
.لمم 8 1ه ععوور1 ... شاملة عمتصع 
عوم م1 افيه لميوء ممم :1 
كتحة «موساعومر1 ... توافقية +119 
دمتاعسن؟ عواسصصر1 ... تحليلية عتطوعمهره1101 
أموعاصأ عاتمتعلس1 ... زائدية عتامطرعم 112 
لليديئاننا! 655 دقع ع5[ :عردم 
... عكسية ( أو معكوس ... ) عورع ج10 
0 عسله؟ اومتعملوم يعسو ... غير قياسية ( أو ... غير كسرية ) لموسمتوم1 
عاتسقعم هاية .. كه )أصشفة 
عاتملقء لم1 خطية عوعمار1 
ولدانا»! .... لوغاريتمية عتسطاتهوعمل 
1ه وممتافسله؟18 رلور ... متعددة القم معسالو؟ءامنتاسلة 
أسلمم مومتعنس1 متصلة قطعة قطعة 015لا لتأمم عوتوععوزط 
كلصو 01 موناععورع1م1 الجرء الأساسى من 1ه أتقم لتوموارع 
«متاعوسس] عومعء جم مدى أ ععسم1 
أسامم 05 عوقسرز عدرعجم1 ... قياسية ( أو كسرية ) تمم وتوا 
لمم دع جص ... حقيقية ( أو ذات قم حقيقية ) عسل لم126 
متو جم1 ... أثيار لافيت 
كتنهتاعلنا؟ اوممتتمم1 ... مثلثية ماع 1ه 2م111 
105 مععهكعتد مممسسعن1 ... منتظمة الاتصال ... كناو ناستاسم 'زلصودم] تمل 
1109 لعممقامسر1 قيمة ... 5ه عسالو/آ 
عمتممهم تهدمعمد1 أصقار ال .. 01 2:05 
أسزمم عماسومةه لعوامك1ة متباينات دالية معتاكمء لذ لمسمتاعدس.1 
وممع2 150191560 ووطعوله 05 مععمعط؛ تماق ممقصس. 
0201505 النظرية الأساسية للجبر 
225 م3008 
متسلسلة هندسية كعامعة عأساع مرمء 6 
تطعرمعط) عجر مقلمول جورساه . ! وكهووناه 2 
قسدمع]! د 'موقرمق متجه ميل 0211 
اأمكرتة أاوسومعايه3 دالة جرين لامتاعسيا؟ و*مععري 
نظرية جرين مع ممع ط) عع 
«أنامء نل عناعسمهموان وتعوموومر 
دالة توافقية ممنتاعمهس] عمسو 
لأسي و'ع6و1مه1 مرافقة . 05 عأقعد زدم 
5عل7ع2 العماه1 05 ععه[ة؟ سسستستسه مه سسساتسنتقسس 
قع صل [عوعل القم العظمى والصغرى ال ... 
أتستل -. فى ربع ا مستوى أسمع لدبب سآ 
ممناعمس] 1ه ... فى نصف دائرة عاعملع تسعد سطز 


روم المتغيرات المركبة وتطبيقات 


دمعممعط) و لموعتط 


نظرية يكارد 


5ممتاعمس؟ كنامسستامى عوتوععءولط 
دوال متصلة قطعة قطعة 


نقطة اللانهاية «واأم لم1 )و أمتمط 
جوار ل ... ]0ه لمواءمطاوزء نر 
صيغة تكامل بواسون فاسصنه] لمموعاما مموولوط 
... لقرص وال :0 
... لنصف مستوى عموام-كتقط عم 
تحويلة تكامل. بواسون معمقمه) لمموعلها «معوتمط 
قلب بواسون اعمععا ومعوتمط 
معادلة بواسون نان 5'لرمووز10 
احدائيات قطبية 0001215 وواوط 
قطب عامط 
درجة ... ]0 “معل0© 
در عشي لك 
عدد الأقطاب أو ععطاصسنيم روعالوط 
كثيرة حدود لوتسموراوط 
جهد لمتتمعاومط 
... مركب اع أصسسره6 
... الكهرباء الساكة عألماموماعء11 
... السرعة واأعماء ل[ 
متسلسلة أسية ( أو متسلسلة تحوى ) وعلمعو رع ووم 
عضروب كوشى ل 05 أعنالممم إطاعنو 
تقارب ... أو ععمعويء حدم 
تفاضل ... 5و متا تامعى ]قلط 
قسمة ... 06 ممنوتحزط 
تكامل ... 05 لوتأهمععام1 
ضراب ... 0 صمتاوء نام ةااسل8 
وحدانية .. 01 ووءمع نوتملا 
قرى الأعداد كع سياه أن وعسرمط 
الجرء الأساسى أتقم أقمعولمط 
ضغط سائل لنس1 أو عمسعوعمصط 
القيمة الأساسية عسله؟ لومعومط 
... للسعة أمء تساع يه 01 
قيمة كوشى الأساسية لطعيهه 
... لدالة اللوغاريم مسطاعهوه١‏ 1ه 
... لقوى الأعداد المركبة وع لمم 01 
حاصل ضر ب متسلسلات أسية وعأمعو «ع#دمم 2و0 أعسلووط 
عدده تيل ع طاتاتته إستمستعمصساُ عربط 


معادلة من الدرجة الثانية 
قسمة المسلسلات الأسية 


ممتأدنوء عناق 0و0 


معلمعو عع جوم ]0 امعنامن0) 


مدى الدالة موناعمن؟ 01 ععموخ] 
دالة قياسية ( أو كسرية ) ممتاعمس؟ اممم تور 
احور الحقيقى وتحة اوع12 
اتعكاس ممناعء 111 


... متتابعة ععمعسءة 01 
تكامل خطى لمموعاهة عماا 
ارتباط خطى موتاوستطصوم جوع مآ 
أ قوعم أكمهما لقومتاعوء؟ عموعمت 
تحويلة خطية كسرية 
دوال خطية كمناع تلة مقع ايآ 
تحويلة خطية نا سو أكمم2) ممعسائآ 
نظرية لوافيل دعممعط) و”ع!1 لل مما 
معكوس محل عدع ها لمعم 
التفاضل اللوغاريتمى ع«ناء نعل عتسطاسدوم1 
دالة لوغاريتمية ممتاعسس؟ عتصط ا سهعمآ 
الرسم فا زط عمأمم1319 
الفرع الرئيسى لل ... 0 اعسسط لقمء سقط 
القيمة الاساسية لل ... ]و عساة؟ أومأعواوط 
سطح ريمان لك ... :10 ععولعسد مممصعن1]8 
متسلسلة ماكلورين وعتمعو متعسداعول3 
راسم ( أو تطبيق أو رسم ) ينا 
... حافظ للزوايا الموجهة لممصممكهمة. 
الرسم بالدالة الأسية متاعمس؟ اوتامعوممي رم 
... حافظ للزوايا اقومع150 


سمتأعصس؟ عتوطااعدهه! وم 
الرسم بالدالة اللوغاريتمية 
... أحادى عله وأععترة 
تمع زامم مامه وتجهاوء؟ 061 
رسم انحور الحقيقى فرق مضلع 
05 لاع دنا؟ عأماعممومعوتن رط 
الرسم بالدوال المثلثية 


ع3 نال أمتار ى الاناستدول8 


القم العظمى والصغرى 

قاعدة القيمة العظمى علمعمتهم امسسستجولل 
مقياس 18100105 
هوريرا »! .كا بمععممق8 
نظرية موريرا دع سمعط) ونقرع:110 
دالة متعددة القم تنوتاعصد؟ لعسلة؟ عامنااسلق8 
نطاق متعدد الترابط ل اتا 
جوار , روط اعاء لا 


فترات متداخلة أو معشضشة 5ل ممعانا لعاوعل 


مربعات متداخلة أو معششة 5عقنان؟ لعاوء ل 


مسألة نوى مان تتلءأطمعم ممقص نح 
... للقرص الدائرى عاكذل :ه10 
... لنصف مستوى عمقام-؟لهط عه؟ 
... لخارجية دائرة ملعك و) موتعات مولوء؟ :10 
لمنطقة نصف دائرية ممنوع؟ مولبععك تمعد عو 
فنة مفتوحة )ع5 سعم0 
ثبات الصيغ 1115 01 ععدءممسعءط 


قانمة الممطلحات العلمية احدانا 
نقطة ركود أسامع ممتأقمعهاة قاعدة الانعكاس عامعماعم ممنع عع 
اسقاط استريوجراق تامناعء زممم عتطممومعى)و منطقة مونتعع عه 
دالة التيار أو دالة السريان 1100 م؟ سوعرزق نقطة شاذة مزالة غملمم موتسعسأة عاطو رمسععه 
ختطوط التيار أو خطوط السريان قعسنا موعمزع نظرية الباق مسعرمعط) عسلقيع ع 
تحويلات مالية 4305 أكارهها عبزووعع عرق البواق 10و12 
جدول التحويلات 5 هما ]0 عاطو]1 تطبيقات .. أه كممتامعتامهم 
متسلسلة تايلور لمعو عو 1ر1 ... عدد الأقطاب وعلمم اع 
درجات الحرارة المستقرة 506203 روع سنا ممعم سرع ريمان » جى أف.اب 0.1.8 بمسممعنر 
٠.‏ فى وتد اسطوافى عولء؟ ل لمقستاي مز كرة ريمان ع1767مد مسقصم نج 
... فى صفيحة ناقصية عاملم لمستامتاك ده سطوح ريات قعع هناد ممعم نم1 
... فى نصف مستوى عمقام الفط مز نظرية ريمان معرمعط) و مسعموو تع[ 
فى صفيحة لانبائية عاقام عاتماقها مز جذور الأعداد ومع تسيا 6ه كامه12 
5 ربع مستوى 101 د دوران نم10 
... فى صفيحة نصف دائرية ‏ علوام عهلع1ع- أبمعومز زاوية ال .. 5ه علوسم 
... فى صفيحة نصف لانائية ‏ )هام عاتسلكمذ- نوعو م ... سائل لنسطا؟ 01 
.. فى شريحة ممام مز انظرية روشيه تمع ومعط) واع طبرو 
البو صيل الحرارى تناع نفدم اوسوعط1 22 معامل قياسى ؟ماعة؟ عاممع 
تحويلة توغ سوه وموم شفارتز , إتش . إيه .ة.ا] روطع 
... ثنائية الخنطية توعستلن8 30 كمه أء؟ أو كص مووطعة 
... حافظة للزوايا الموجهة أفرم قوم تحويلة شفارتز - كريستوفل 
النقط الحرجة ل 05 قاملمم لمعتاتقن ... على مضلع متحلل وم 01م عأ عمعيع0 ده 
... تكامل لهرع16م1 ... فوق شريحة لانهائية متمد عاتمتكمز مهو 
... خطية عوعمن] ... فوق مستطيل عأ تهاءء مغده 
خطية كسرية لقدمتاعوم؟ عوعمزا ... فوق مثلث عأوسضهتها مأمه 
... شفارتر - كريستوفل 011 )كلم طن مر جرهء عه صيغة تكامل شفارتز ملتصده؟ لمروعلما موجرجعة 
تحويلات 68040135 وموم 2نحويلة تكامل شفارتر مم مأكصمع) تممعاها ورمع 
٠‏ متالية ع الووع ع عن لمت عملء كنامسستتممف ولممولاعمع 
جدو لال 5 علطو دالة متصلة اتصالا قطعيا 
انغال ونام ممم متتابعة بستااتت 
المتبانية المثلثية :ا للفسوعمذ ءاعسمضل متسلسلة لكنيدنا 
دوال مثلنية كممتاعهس] عتساء سمممع م هندسية عأراعسرمعن 
متطابقات لك .. ؟0؟ كعنانامءة16 ..- لوران ألع امل 
معكوسات ال .. 01 فعويء جم .. ماكلورين متملع و1 
الرسم ب 5 نزم همأممول3 .. أسية ( أو ... قرى ) عسوم 
أصفار ال .. 01 205 .. تايلور فلزلله 
فثة غير محدودة اع لعن وطول] كفاف مغلق بيط #نامغمم لعووك عامدرزة 
اتصال متظم لالتسمتتسى مممعتمن] منحنى مغلق بسيط عمس لعدمك ع امتمق 
تقارب منتظم عع مهعم ع اتلك تمومكتمل1 قطب بسيط عامم علمسزق 
اتحاد النطاقات كتهتمع0 05 ومنون] ققتمقن لعاع عدوم رامتمزق 
جذور الوحدة 01 5أ00: ,واندنآ أمأمم مملمسوسزة 
مجال اتباهى 11 رماع 17 لمتامعوور1 
متجهات 5ماعء /1 101 
سرعة السائل مس1 ذه وأمماء 8 عله رمسسع ع1 
جهد السرعة لوتأمعامم وكاعو[ء 9 املق 
نظر ية فاير إشتراس 05 تسعرمع !) روموماومعع 99 ععمناوة 


ىا المتغيرات المركبة وتطبيقات 


علق ... و وطس أصقار الدوال كدمتاعسس؟ 01 205 
رابة ... 0 ينيك أصفار منعزلة للدوال ممعله19 


متاح للتحميل ضمن مجموعة كبيرة من المطبوعات من صفحة 
مكتبتي الخاصة 
على موقع ارشيف الانترنت 
الرابط 
دمع طهعحا_ممددهدات /رداتدضعل /رعممع بأاءمد/ عمط 
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